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Année 2009-2010 Diagonalisation. Produits scalaires

Etudiant 1 :

Exercice :

Soit n ≥ 1. On note E = ℝn[X] et on considère l'application ' : E2 → ℝ
dé�nie par

'(P,Q) =

∫ +∞

0

P (t)Q(t)e−tdt

1. Montrer que ' est bien dé�nie, puis montrer que c'est un produit scalaire
sur E. On pose ∥P∥ =

√
'(P, P ).

2. Soit T le polynôme dé�ni par T (X) = 1 +
Xn

n!
. Calculer ∥T∥.

3. On pose I = T
∥T∥ . On dé�nit l'application � qui, à tout polynôme P de

E associe 2'(P, I)I − P .
(a) Montrer que � est un automorphisme de E et déterminer �−1.

(b) Montrer que pour tout P de E, ∥�(P )∥ = ∥P∥
(c) Déterminer les valeurs propres possibles de �.

(d) � est-il diagonalisable ?

Etudiant 2 :

Exercice 1 :

Soit n ≥ 2. Soit u l'endomorphisme de ℝn dont la matrice dans la base cano-

nique de ℝn est donnée par : A =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 1 ⋅ ⋅ ⋅ 1
1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0
... 0

...
1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ℳn(ℝ).

1. Préciser le rang de cette matrice, puis déterminer une base de Im(u) et
de Ker(u).

2. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de u. Cet en-
domorphisme est-il diagonalisable ?

Exercice 2 :

Pour P,Q ∈ ℝ[X], on dé�nit

'(P,Q) =

∫ +∞

−∞
e−t

2/2P (t)Q(t)dt

Montrer que ' est un produit scalaire sur ℝ[X].

Etudiant 3 :

Exercice :

Soit (a, b) ∈ ℝ2, avec a < b.

1. Soient a1, . . . , an des entiers naturels deux à deux distincts. Montrer que
la famille des fonctions fk : [a, b]→ ℝ, dé�nies par

fk(x) = eakx

pour k ∈ {1, . . . , n} est libre dans l'espace C0([a, b],ℝ).
2. Soit f ∈ C0([a, b],ℝ), strictement positive. On pose pour tout (i, j) ∈
{1, . . . , n}2,

ai,j =

∫ b

a

e(i+j)tf(t)dt

On note A = (ai,j)1≤i,j≤n et on considère l'application ' : ℝn ×ℝn → ℝ
dé�nie par

'(x, y) = tXAY

où X et Y sont les matrices de coordonnées respectives de x et y dans la
base canonique de ℝn.

Montrer que ' est un produit scalaire sur ℝn.
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Exercices supplémentaires

Exercice 1

Soient E un K-ev de dimension �nie et f ∈ ℒ(E) tels que f2 − 3f + 2IdE = 0.

1. Montrer que f est inversible et exprimer son inverse en fonction de f .

2. Montrer que E = Ker(f − IdE)⊕Ker(f − 2IdE).

3. f est-il diagonalisable ?

Exercice 2

Soit E un ℂ-ev et f ∈ ℒ(E) tel que f3 = −f .
Montrer que E = Ker(f)⊕ Im(f).

Exercice 3

Soit A =

(
0 −8
4 12

)
.

1. Trouver P ∈ GL2(ℝ) et D diagonale tels que D = P−1AP .

2. Soit B tel que BA = AB. Montrer que tout vecteur propre de A est vecteur propre de B. En déduire que P−1BP est
diagonale dès que B commute avec A.

3. Trouver toutes les matrices M réels d'ordre 2 telles que M2 = A.

4. Même question avec A)I2, puis A =

(
0 1
0 0

)
.
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