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Année 2009-2010 Diagonalisation. Produits scalaires

Etudiant 1 :

Exercice :

Soit (a, b) ∈ ℝ2, avec a < b.

1. Soient a1, . . . , an des entiers naturels deux à deux distincts. Montrer que
la famille des fonctions fk : [a, b]→ ℝ, dé�nies par

fk(x) = eakx

pour k ∈ {1, . . . , n} est libre dans l'espace C0([a, b],ℝ).
2. Soit f ∈ C0([a, b],ℝ), strictement positive. On pose pour tout (i, j) ∈
{1, . . . , n}2,

ai,j =

∫ b

a

e(i+j)tf(t)dt

On note A = (ai,j)1≤i,j≤n et on considère l'application ' : ℝn ×ℝn → ℝ
dé�nie par

'(x, y) = tXAY

où X et Y sont les matrices de coordonnées respectives de x et y dans la
base canonique de ℝn.

Montrer que ' est un produit scalaire sur ℝn.

Etudiant 2 :

Exercice 1 :

Pour P,Q ∈ E = ℝ2[X], on dé�nit

'(P,Q) = P (0)Q(0) + P (1)Q(1) + P (2)Q(2)

1. Montrer que ' est un produit scalaire.

2. Soit F = {P ∈ E / P (0) = 0}. Montrer que F est un sev de E et donner
une base de F .

3. Déterminer une base orthonormale de F pour le produit scalaire '.

4. Déterminer dimension et base de G = {P ∈ E / ∀Q ∈ F,'(P,Q) = 0}.

Exercice 2 :

Soit ℬ la base canonique de ℝ3, et C =

⎛⎝⎛⎝ 1
1
0

⎞⎠ ,

⎛⎝ −1
0
−1

⎞⎠ ,

⎛⎝ 2
1
0

⎞⎠⎞⎠.

Montrer qu'il existe un unique produit scalaire ' sur ℝ3 dont on exprimera la
matrice dans la base canonique ℬ, tel que C soit une base orthonormale de ℝ3.

Etudiant 3 :

Exercice :

Soit n ≥ 1. On note E = ℝn[X] et on considère l'application ' : E2 → ℝ
dé�nie par

'(P,Q) =

∫ +∞

0

P (t)Q(t)e−tdt

1. Montrer que ' est bien dé�nie, puis montrer que c'est un produit scalaire
sur E. On pose ∥P∥ =

√
'(P, P ).

2. Soit T le polynôme dé�ni par T (X) = 1 +
Xn

n!
. Calculer ∥T∥.

3. On pose I = T
∥T∥ . On dé�nit l'application � qui, à tout polynôme P de

E associe 2'(P, I)I − P .
(a) Montrer que � est un automorphisme de E et déterminer �−1.

(b) Montrer que pour tout P de E, ∥�(P )∥ = ∥P∥
(c) Déterminer les valeurs propres possibles de �.

(d) � est-il diagonalisable ?
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Exercices supplémentaires

Exercice 1

Soient E un K-ev de dimension �nie et f ∈ ℒ(E) tels que f2 − 3f + 2IdE = 0.

1. Montrer que f est inversible et exprimer son inverse en fonction de f .

2. Montrer que E = Ker(f − IdE)⊕Ker(f − 2IdE).

3. f est-il diagonalisable ?

Exercice 2

On considère ℝ2[X] muni du produit scalaire < P ∣Q >=
∫ 1

−1 P (t)Q(t)dt.
Déterminer par le procédé de Gram-Schmidt l'orthonommalisée de la base canonique de ℝ2[X] pour ce produit scalaire.

Exercice 3

Dans ℝ4, déterminer une base orthonormale de V ect

⎛⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎝

1
0
1
1

⎞⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎝
1
1
0
0

⎞⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎝
0
1
1
0

⎞⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎠.
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