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Année 2009-2010 Diagonalisation. Produits scalaires

Etudiant 1 :

Exercice :
Soit (a,b) € R?, avec a < b.

1. Soient ay,...,a, des entiers naturels deux & deux distincts. Montrer que
la famille des fonctions fy : [a,b] — R, définies par
Ji(z) = e*®

pour k € {1,...,n} est libre dans l'espace C°([a, b], R).
2. Soit f € C%Ja,b],R), strictement positive. On pose pour tout (i,j) €
{17 MR n}27

b
ai,j:/ 6(1+J)tf(t)dt

On note A = (a;,5)1<i,j<n €t on considére 'application ¢ : R™ x R — R
définie par
p(z,y) = 'XAY

o X et Y sont les matrices de coordonnées respectives de x et y dans la
base canonique de R".

Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R™.

Etudiant 2 :

Exercice 1 :

Pour P,Q € E = Ry[X], on définit

¢(P,Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(2)Q(2)

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire.

2. Soit F'={P € E / P(0) = 0}. Montrer que F est un sev de E et donner
une base de F.

3. Déterminer une base orthonormale de F' pour le produit scalaire ¢.
4. Déterminer dimension et base de G = {P € E / VQ € F,¢(P,Q) = 0}.

Exercice 2 :

1 -1 2
Soit, B la base canonique de R3, et C = 1], 0|, 1
0 -1 0

Montrer qu'’il existe un unique produit scalaire ¢ sur R? dont on exprimera, la
matrice dans la base canonique B, tel que C soit une base orthonormale de R3.

Etudiant 3 :

Exercice :
Soit n > 1. On note E = R, [X] et on considére I'application ¢ : E? — R
définie par

—+o0
o(P,Q) = /O Pt)Q(t)e tdt

1. Montrer que ¢ est bien définie, puis montrer que c¢’est un produit scalaire
sur E. On pose ||P| = /¢(P, P).
XTL
2. Soit T le polynome défini par T(X) =1+ — Calculer 1T
n!
3. On pose I = ﬁ On définit application 6 qui, & tout polynome P de
E associe 2¢p(P,I)I — P.
(a) Montrer que @ est un automorphisme de F et déterminer 6.
(b) Montrer que pour tout P de E, ||0(P)|| = ||P||
(c) Déterminer les valeurs propres possibles de 6.
(d) 6 est-il diagonalisable ?




Exercices supplémentaires

Exercice 1
Soient E un K-ev de dimension finie et f € L(E) tels que f? — 3f + 2Idg = 0.

1. Montrer que f est inversible et exprimer son inverse en fonction de f.
2. Montrer que E = Ker(f — Idg) @ Ker(f — 2Idg).
3. f est-il diagonalisable ?

Exercice 2
On considére Ry [X] muni du produit scalaire < P|Q >= fil P(t)Q(t)dt.
Déterminer par le procédé de Gram-Schmidt orthonommalisée de la base canonique de Ro[X] pour ce produit scalaire.

Exercice 3

Dans R*, déterminer une base orthonormale de Vect

= O
OO ==
O~ Rk O



