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Année 2009-2010 Variables aléatoires à densité.

Etudiant 1 :

Exercice 1 :

Soit X une variable suivant une loi 
(
1
2

)
, Y =

√
X et B une variable discrète

prenant uniformément ses valeurs dans {−1, 1}, indépendante de X.

1. Déterminer une densité de Y .

2. Déterminer une densité de Z = BY . Reconnaître la loi de Z et donner
sans calcul son espérance et sa variance.

3. Donner plus généralement une densité de Z lorsque X suit une loi Γ(b, �),
où (b, �) ∈ (ℝ∗+)2. Comment choisir b et � pour que Z suive une loi
normale centrée réduite ?

Exercice 2 :

Soit Xn suivant une loi N (m,n�2). La suite (Xn) converge-t-elle en loi ?
Même question pour Xn qui suit une loi P(n�).

Etudiant 2 :

Exercice :

Soient X1, X2, . . . , Xn, n variables aléatoires indépendantes suivant la même loi

exponentielle de paramètre 1. On pose Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi et X
∗
n =
√
n
(
Xn − 1

)
.

1. Donner l'espérance et la variance de Xn.

2. On note Fn la fonction de répartition de X∗n.

(a) Déterminer pour tout x ∈ ℝ, lim
n∞

Fn(x).

(b) Calculer une valeur approchée de P

(
1− 2√

n
≤ Xn ≤ 1 +

2√
n

)
pour n assez grand. (Si Φ est la fonction de répartition d'une loi
normale réduite, on donne Φ(2) ≃ 0, 977).

3. (a) Quelle est la loi de Yn =
n∑
i=1

Xi. En donner une densité gn.

(b) En déduire une densité ℎn de Xn et une densité fn de X∗n.

4. On admet que n! ∼ nne−n
√

2�n. Déterminer pour tout x ∈ ℝ, lim
n∞

fn(x).

Etudiant 3 :

Exercice 1 :

1. On considère la fonction fX dé�nie par fX(x) = 1ℝ∗+(x) 1
x
√
2�
e−

1
2 (ln x−1)

2

.

(a) Montrer que fX est une densité et exprimer la fonction de répartition
deX à l'aide de la fonction de répartition Φ d'une loi normale centrée
réduite.

(b) Calculer E(X) et V (X).

2. Soit Y suivant une loi N (m,�2). On pose X = eY .

(a) Déterminer une densité de X. On note X ⇝ ℒN (m,�2).

(b) Calculer E(X) et V (X).

3. (a) Soit X ⇝ ℒN (m,�2). Soit (a, b) ∈ ℝ × ℝ∗. Quelle est la loi suivie
par Z = aXb ?

(b) Donner l'espérance et la variance de Z.

Exercice 2 :

Soit X suivant une loi exponentielle de paramètre 1. On note pour tout n ≥ 1,
Yn = e−X+ 1

n et Y = e−X . Montrer que Yn converge en loi vers Y .
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