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Algébre linéaire

Etudiant 1 :

Exercice 1 :

Soit £ un K-ev et f € L(E) tels que f2 — 3f + 2Idg = 0.
1. Montrer que f est inversible et exprimer son inverse en fonction de f.
2. Montrer que E = Ker(f — Idg) ® Ker(f — 21dg).

Exercice 2 :

Soit f € £(R3) défini par f(x,y,2) = (v,y + 2,y + 2).
Montrer que Ker(f) = Ker(f?), Im(f) = Im(f?), puis que Ker(f) ® Im(f) = R3.

Etudiant 2 :

Exercice 1 :

Soit E un K-ev de dimension finie et f € L(E) tel que f2 = f.
Montrer que E = Ker(f) & Im(f).

Exercice 2 :

Soit f I’endomorphisme de R* défini par :

flx,y,z,t) = (x+y+ 2+ 3t,3x + 3y + 3t, —do + Ty + 2,3z + 14y — z + 3t)

Déterminer (dans I’ordre de votre choix) le rang de f, une base de Im(f), une base de Ker(f).

Etudiant 3 :

Exercice :
Soit E' un R-ev de dimension finie n > 2 et f € L(E).

1. On suppose dans cette question que rg(f) = rg(f?) =r.
(a) Montrer que Ker(f) = Ker(f?) et que E = Ker(f) & Im(f).

2. On suppose désormais que rg(f) = r, rg(f?) = p, avec r # p.
(a) Montrer que p <r — 1.
(b)
3. (a)
(b) Montrer qu’on a alors E = Ker(f*) @ Im(f*).

Exprimer dim(Kerf Nimf) en fonction de r et p.

Montrer qu’il existe un entier k tel que rg(f*) = rg(f*+1).

(b) Réciproquement, on suppose que FE = Ker(f) @ Im(f). Montrer que rg(f) = rg(f?).




