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Etudiant 1 :

Exercice 1 :

Déterminer la matrice dans la base canonique de ℝ3 de la projection orthogonale sur le plan vectoriel F
d'équation :

x+ y − 4z = 0

Exercice 2 :

Soit f un endomorphisme symétrique de E, i.e.

∀x, y ∈ E, < x∣f(y) >< f(x)∣y > .

1. Montrer que les sous-espaces propres de f sont orthogonaux deux à deux.

2. Montrer que si Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires et orthogonaux.

Etudiant 2 :

Exercice :

Soit n ≥ 1. On note E = ℝn[X] et on considère l'application ' : E2 → ℝ dé�nie par

'(P,Q) =

∫ +∞

0

P (t)Q(t)e−tdt

1. Montrer que ' est bien dé�nie, puis montrer que c'est un produit scalaire sur E. On pose ∥P∥ =
√
'(P, P ).

2. Soit T le polynôme dé�ni par T (X) = 1 +
Xn

n!
. Calculer ∥T∥.

3. On pose I =
T

∥T∥
. On dé�nit l'application � qui, à tout polynôme P de E associe 2'(P, I)I − P .

(a) Montrer que � est un automorphisme de E et déterminer �−1.

(b) Montrer que pour tout P de E, ∥�(P )∥ = ∥P∥
(c) Déterminer les valeurs propres possibles de �.

(d) � est-il diagonalisable ?

Etudiant 3 :

Exercice 1 :

Montrer que l'application
(u, v) 7→ Re(uv)

est un produit scalaire sur le ℝ-espace vectoriel ℂ.

Quelle est sa norme euclidienne associée ?

Exercice 2 :

Soit ℬ la base canonique de ℝ3, et

C =

⎛⎝⎛⎝ 1
1
0

⎞⎠ ,

⎛⎝ −1
0
−1

⎞⎠ ,

⎛⎝ 2
1
0

⎞⎠⎞⎠ .

Montrer qu'il existe un unique produit scalaire ' sur ℝ3 dont on exprimera la matrice dans la base canonique
ℬ, tel que C soit une base orthonormale de ℝ3.
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