
Lycée Saint Just ECS2 - Colle 10bis - 02/04/10
Année 2009-2010 Fonctions de plusieurs variables.

Etudiant 1 :

Exercice :

Soit f l'application dé�nie sur (R=∗)2 à valeurs réelles, par f(x, y) =
x2 + xy +

√
y

x
√
y

.

1. (a) Montrer que f est continue et de classe C1 sur (R=∗)2.

(b) Déterminer les points critiques de f et leur nature.

(c) La fonction f est-elle majorée sur (R=∗)2 ?

2. (a) Montrer que ∀(a, b, c) ∈ (R=∗)3,
a+ b+ c

3
≥ (abc)1/3.

(b) Montrer que f admet un minimum global sur (R=∗)2, que l'on calculera.

3. Résoudre dans R2 l'inéquation e2x + ey ≤ ex+y(3− ey).

Etudiant 2 :

Exercice :

Soit f : D = (R=∗)3 → R dé�nie par f(x, y, z) = x ln(x) + y ln(y) + z ln(z).

1. La fonction f est-elle minorée, majorée, bornée sur D ?

2. Justi�er que la fonction f est de classe C1 sur D.

3. Soit a > 0. On note Ca = {(x, y, z) ∈ R3 / x+ y + z = 3a} et on note g la restriction de f à Ca. Montrer
que si g admet un extremum local au point (x, y, z), alors

1 + ln(x) = 1 + ln(y) = 1 + ln(z)

4. Etudier l'existence des extremums locaux de g. Comparer la (les) valeur(s) obtenue(s) à celle(s) trouvée(s)
à la première question.

5. Retrouver les extremums de g en se ramenant à l'étude des extremums d'une fonction de deux variables
bien choisie.

Etudiant 3 :

Exercice :

1. (a) Montrer que ∀(x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)}, on a
∣∣x ln(x2 + y2)

∣∣ ≤ 2
√

x2 + y2
∣∣ln(x2 + y2)

∣∣.
(b) En déduire que la fonction f dé�nie sur R2 \ {(0, 0)}, à valeurs réelles par f(x, y) = (x2 + y2)x est

prolongeable en une fonction continue sur R2.

2. Etudier l'existence des dérivées partielles d'ordre 1 de f en tout point.

3. Déterminer les points critiques de f .

4. (a) Montrer que f n'admet pas d'extremum local en (0, 0) (on pourra étudier h : x 7→ f(x, 0)− 1).

(b) Montrer que f admet un minimum local en (e−1, 0).

(c) Montrer que f n'admet pas d'extremum local en (0, 1).

Exercices supplémentaires

Exercice 1. Etudier la continuité et les dérivées partielles des fonctions

f(x, y) =
x sin(y)− y sin(x)

x2 + y2
, f(x, y) =

xy

x+ y
, f(x, y) = y2 sin

(
x

y

)
Exercice 2. Montrer que la fonction f dé�nie sur (R+∗)2 par f(x, y) =

xy

(1 + x)(1 + y)(x+ y)
a un unique extremum, et

que c'est un extremum global.

Exercice 3. Soit f(x, y, z) = (y − z)2 + y3x2 et g(x, y) = f(x, y, 1) dé�nies sur R3 et R2.

1. Montrer que g admet un unique extremum local dont on précisera la nature, cet extremum est-il global ?

2. Déterminer les points critiques de f ainsi qu'un DL2 de f en chacun de ces points. En déduire les extremums de f . Sont-ils
globaux ?
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