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Cours : Commentaires : Cours : Commentaires : Cours : Commentaires :

Si xy = yx, xn−yn = (x−y)
∑

. . .. Intersection de sous-espaces vecto-
riels.

L'ensemble des inversibles d'un an-
neau est un groupe.

Exercice 1 : Exercice 1 : Exercice 1 :

Soit Z[i] le sous-ensemble de C dé-
�ni par

Z[i] = {x + iy / x, y ∈ Z}

Montrer que Z[i] est un sous-anneau
de (C, +,×) et déterminer ses élé-
ments inversibles.

Soit (A, +,×) un anneau tel que
∀a ∈ A, a2 = a. Montrer que

1. ∀a ∈ A, a + a = 0A

2. A est commutatif
3. ∀a, b ∈ A, ab(a + b) = 0

En déduire que si Card(A) ≥ 3,
alors il existe dans A des éléments
non nuls dont le produit est nul.

On dé�nit dans Q la loi interne ∗
dé�nie par

∀a, b ∈ Q, a ∗ b = a + b− ab

(Q, +, ∗) est-il un corps commuta-
tif ?

Exercice 2 : Exercice 2 : Exercice 2 :

Soient A,B et C trois sous-espaces
vectoriels d'un espace vectoriel E
tels que (A∩C) ⊂ B , C ⊂ (A+B)
et B ⊂ C. Montrer que B = C.

F = {(x, y, z) ∈ R3 / x+y−z = 0}

G = {(a−b, a+b, a−3b) / a, b ∈ R}
1. Montrer que F et G sont des

sous-espaces vectoriels de R3

.
2. Déterminer F ∩G .

Soit E = RR , C l'ensemble des fonc-
tions de E croissantes et

∆ = {f − g / f, g ∈ C}

. Montrer que ∆ est un sous-espace
vectoriel de E .

Exercice 3 : Exercice 3 : Exercice 3 :

Soit F un sous corps de (Q, +,×) .
Montrer que F = Q.

Soit d ∈ N tel que
√

d 6∈ Q. On note

Q[
√

d] = {a + b
√

d / a, b ∈ Q}

Montrer que (Q[
√

d], +,×) est un
corps.

Soit a, b deux éléments d'un anneau
(A, +,×) tels que ab soit inversible
et b non diviseur de 0.
Montrer que a et b sont inversibles.
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