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Notations et objectif du probléme

On note P le plan euclidien orienté et II I’ensemble des vecteurs de P. Le choix d’un point de P permet
d’identifier P et II. Les applications affines de P dans lui-méme sont plus simplement appelées applications
affines et sont notées par des lettres minuscules. Les endomorphismes de II associés sont appelés endomor-
phismes et sont notés par la lettre majuscule correspondante. On rappelle qu’une application affine f est
déterminée par I’endomorphisme associé F' et par ’image d’un point ; lorsque f fixe un point, son étude est
ramenée a celle de F'. Pour qu’une application affine f soit une transformation affine, il faut et il suffit que
F' soit un automorphisme, ce qui revient a dire que le déterminant de F, noté det(F'), est non nul; on dit
alors que f et F sont directs si det(F) > 0, et indirects si det(F) < 0.

La symeétrie orthogonale s par rapport a une droite D est appelée réflexion d’axe D. L’automorphisme
orthogonal S associé est appelé réflexion d’axe A, ou A désigne la direction de D.

0
Pour tout nombre réel 6, on note Ry la rotation de Il dont § est une mesure de 1’angle. Lorsque 6 = 5 il

s’agit du quart de tour direct, noté plus simplement R. Dans ces conditions, toute rotation Ry s’écrit sous
la forme Ry = cosfI +sinfR, ot I désigne ’identité.

La donnée d’un parallélogramme (ordonné) I' = (O, J, K, L) de P, ou OK = OJ + O—L), équivaut a celle de
(O, W, 7), o0t U = OJ et ¥ = OL. Dans toute la suite, on suppose que ' n’est pas aplati, ce qui revient a dire
que (U, V) est une base. Si cette base est directe, on dit que I' est direct ; dans le cas contraire, on dit que I’
est indirect. Lorsque I' est un carré, on dit que (O, u, 7) est un repére carré, ou encore que (77?) est une
base carrée, ce qui revient a dire que v = R(%) si cette base est directe, et ¥ = —R(w) dans le cas contraire.

L’objectif du probléme est d’étudier les décompositions d’une transformation affine de P en transforma-
tions élémentaires, notamment les similitudes et les affinités orthogonales, ce qui fait ’objet des parties IV et
V, la partie II étant consacrée a quelques résultats élémentaires. A cet effet, on utilise un outil géométrique,
a savoir ’action des transformations sur les parallélogrammes et sur les carrés (parties I et V), et un outil
algébrique, a savoir la décomposition d’un endomorphisme en somme de similitudes (partie III).

Partie 1
Caractérisation des similitudes par leur action sur les carrés

On dit qu’une transformation affine f est une similitude de rapport p si ’automorphisme associé G est
de la forme G = pU, o1 p > 0 et oit U est un automorphisme orthogonal, dit associé a g. Dans ces conditions,
on dit aussi que G est une similitude.

1. Prouver que l’image d’un parallélogramme par une transformation affine f est encore un parallélo-
gramme.
Soit I' = (4, B, C, D) un parallélogramme de P et soient f(A), f(B), f(C), f(D) les images respectives de A,B,C,D
par f. On a alors :

f(A)f(C) = F(AC) = F(AB + AD) = F(AB) + F(AD) = f(A)f(B) + f(A) /(D)

donc (f(A), f(B), f(C), f(D)) est un parallélogramme.



Etant donné des parallélogrammes I' et I’, établit ’existence et ’unicité d’une transformation affine
transformant I" en I",

Soient I' = (A, B,C, D) et I" = (A’, B’,C’", D’) deux paralléogrammes. Soit f la transformation affine telle que

—_—

f(A)=A', F(AB)=A'B, F(AD)=A'D

L’image de C par f est bien C’ car :

— —

F(A)f(C) = F(AC) = F(AB + AD) = F(AB) + F(AD) = A'B' + AD' = A'C’ = f(A)C’

L’existence de f est donc prouvée. L’unicité de f provient du fait que 'image d’un point (ici A) et la connaissance de
F déterminent f de maniére unique.

. Soient g une transformation affine et G I’automorphisme associé. Montrer qu’il est équivalent de dire :
(a) La transformation g est une similitude directe de P.

(b) Il existe un carré direct dont I’image par g est un carré direct.

(c) Les automorphismes G et R commutent.
)

(d) L’image par g de tout carré direct est un carré direct.

(a) = (b)
Soit (A, B,C, D) un carré direct. Son image par g est un parallélogramme qui vérifie :
—_— —_— —
- (/1@ = |,U(D)| = |c(D)|
IG(AB)|| = [|pU(AB)|| = pl| AB|| = { || DC]| = [|pU(DO)| = |G(DC)||

—

pICB| = pU(CB)| = |G(CB)|

C’est donc un carré.
— —
Pour montrer que ce carré est direct, il suffit de vérifier que la base (G(AB), G(AD) est directe :

— — —_— —
_det (G(AB),G(AD)) = det(G) _det (AB,AD) =det(G) >0
(AB,AD) (AB,AD)
car g est une similitude directe.
(b) = ()
Soit (A, B,C, D) le carré direct dont 'image par g est un carré direct. On sait donc que :
— —_— —_— — —_— —_—
AD = R(AB) = G(AD) =G o R(AB) = G o R(AB) = G o R(AB)
De plus, comme R?> = —I,on a :

— — — —

RoG(AD) = Ro R(G(AB)) = —G(AB) = G(—AB) = G(R*(

sl

)) = G o R(AD)

— —_— — —_— _— —
Doncon a: RoG(AB)=Go R(AB) et RoG(AD) =G o R(AD), et comme (AB, AD) est une base de II, on a donc
RoG=GoR.

(c) = (d)

On suppose que GoR = RoG. Soit (A, B, C, D) un carré direct quelconque. D’aprés la question 1, (g(A), g(B), g(C), g(D))
est un parallélogramme. Montrons que c’est un carré :
G(AD) = G(R(AB)) = R o G(AB)
,g(D)) est direct.
g(A)g(D)) et (9(A)g(B)) sont orthogonales. Le parallélogramme obtenu est

donc le parallélogramme (g(A), g(B), g(C)
— —
Comme G(AD) = Ro G(AB), les droites (
donc un rectangle.
— —_— —_— —_—
De méme, G(AD) = Ro G(AB) donne que |G(AB)|| = ||G(AB]|| car R est une isométrie. Le rectangle (A, B, C, D) est
donc un carré.



(d) = (a)

11 suffit de considérer un carré direct de P : (A, B,C, D). Son image par g est un carré direct donc G vérifie :

|GAB)|| = |GAD)|| = p|| AB|| - avec p >0
G(AB).G(AD) =0
R(G(AB)) = G(AD) = det 13 5, (G(AB), G(AD)) > 0

G est donc la composée de 'homothétie de rapport p > 0 et d’une isométrie positive. g est donc une similitude directe.

. Caractériser de méme les similitudes indirectes.

On peut caractériser de méme les similitudes indirectes. Soit g une transformation affine et G ’automorphisme associé.
Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(a) La transformation g est une similitude indirecte de P.

(b) 1l existe un carré direct dont 'image par g est un carré indirect.

(c) Les automorphismes G et R anticommutent, i.e. RoG=GoR

(d) L’image par g de tout carré direct est un carré indirect.
La démonstration de ces équivalences se fait de fagon identique aux équivalences de la question précédente.
. Soit (O, W, 7’) un repére non carré. Montrer que (O, w + R(7'), v — R(W)) est un repére carré indirect,
(O, % —R(V), 7 + R(W)) est un repére carré direct, et que ce dernier repére se déduit du précédent par
une similitude indirecte. Exprimer le rapport p de cette similitude et déterminer ’axe A de la réflexion

associée U. Le plan P étant rapporté a un repére orthonormal direct (O, ¢;,¢3), mettre en place sur

une méme figure les trois repéres précédents et les parallélogrammes associés lorsque u = (3,2), et
o = (6,—1). Expliciter p et A. On prendra ’unité de longueur égale a 1 cm.

Soit (O, @, ¥') un repére non carré. (O, u + ﬁ(?), 7 — R(W)) est un repére carré indirect car :

R(W+R(?V)=R(W)+R(V)=-v+R(W)=—(V — R(W))

lv— R(W)| #0 et (7 + R(D)).(V — R(T)) = 0.

.. - — —
ce qui implique que |w + R(V)|| = |
De méme, (O, W — R(v), v + R(W)) est un repére carré direct car :

R(W —R(?))=R(W)—-R*7) =7+ R(W)

On passe du repére (O, W + R(7), @ — R(W)) au repére (O, W — R(7), ¥ + R(W)) par une similitude indirecte.
En effet, soit S la similitude indirecte qui envoie le carré direct (O, W — R(7'), v + R(W)) sur le carré indirect
(0,7 + ]_%)(7),7 — R(W)) (c’est bien une similitude indirecte d’aprés la question 3). Alors S~! est la similitude
indirecte demandée :

SHT+R(T) =T - R(T) = p=_12

1 1
L’axe de la réflexion associée U passe par O et est de direction 3 <7 +R(V) + = (7 - ﬁ(?))) (car W + R(') est
p

1
transformé par U en ~(u — R(7)).
)

Dans 'exemple demandé, on a :

_I3el +2e5 —ei —6es||  VAF16 1

P =36 + 26 + &5 +6e3||  VI6164 2
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) Partie II .
Affinités orthogonales : compositionn, conjugaison

Etant donnés une droite D de P et un nombre réel A non nul, on appelle affinité orthogonale d’axe D et
de rapport )\ la transformation affine ¢« de P qui, a tout point )M, associe le point N défini par la relation
HN = )\m, ou H est la projection orthogonale de M sur D. L’automorphisme A associé est appelé affinité
orthogonale d’axe A et de rapport )\, ou A est la direction de D.

Dans cette partie, on considére des affinités de rapport différent de 1.

1. Composée de deux affinités orthogonales
Soient a; et as des affinités orthogonales d’axes respectifs D; et D> et de rapports respectifs \; et \o.
Soit f la composée de a; et as, notée f = asza;.
(a) Déterminer la nature de f lorsque D; et D, sont paralléles et préciser ’ensemble des points fixes
de f.
D1 et Dy sont paralléles. Prenons un repére orthonormal direct (O, €1,
alors la droite d’équation y = ¢ dans ce repére.

— —

es) tel que D1 = O + Vect(e1) et Do est

L’image d’un point M (x,y) devient donc :

ar(M)(z, \y),  ax(M)(z, ¢+ Aa(y = ¢))

d’ou :
F(M)(z,c+ Aa(My — ), autrement dit f(M)(z, AaA1y — c(A2 — 1))



. . . 0
Si AAe =1, f est la translation de vecteur ( (e —1) >

1—X

Cm, et de rapport AlAQ.

Si A1Ae £ 1, f est affinité orthogonale d’axe la droite D d’équation y = —

En effet, on a :

1—A 1—A
—C()\Q—l)z)\g)\l (y—i—c 2 ) 2

1—)\2 ) )\2)\1(1_)\2)
MAy —c(Ao — 1) = XA +c —c —c
2 A1y —c(A2 — 1) 21<y Mg — 1 Mz — 1

/\1>\2 -1 /\1)\2 -1

En conclusion : La composée de deux affinités orthogonales d’axes paralléles est une translation si le produit des
rapports est 1, une affinité orthogonale dans 'autre cas.

(b) Montrer que D; et Dy sont sécantes si et seulement si f admet un point fixe et un seul.
Soient a; et as deux affinités orthogonales d’axes respectifs Dy et D2 et de rapports respectifs \; et As.

Supposons que D1 N Dy = {A}, alors asa1(A) = A, donc f = ag o a; admet un point fixe.
Soit M un point tel que f(M) = M. Alors : ay(M) = a5 *(M). Donc (May(M)) L Dy, (May*(M) L Dy. D’out
M € Dy N Dy ou Dy//Ds. Or Dy et Dy sont sécantes, donc M € Dy N Dy € {A}

M
N
(N
| AN
| N
[ AN
0,1(M)0 AN
|
| \.\CLQ(M)
| N
| H,
Dy h
H; ‘A

D,

Réciproquement : nous avons montré que si Dy et D sont paralléles, f a une droite de points fixes ou aucun
point fixe, soit : si f a un point fixe unique, alors D; et Dy ne sont pas paralléles.

2. Caractérisation du cas ou ces affinités commutent.

(a) Déterminer toutes les droites stables par une affinité orthogonale a.
Soit a une affinité orthogonale d’axe D et de rapport A et A une droite stable par a. Puisque A # 1, on a :
SiMeAetM=a(M),onaMeDnNA.
SiMeA, a(M)e Aet M #a(M),ona(Ma(M)) L D,dou A L D.
Donc, pour une droite A stable par une affinité orthogonale @, on a deux possibilités :

A=Daxedea etVMeA, a(M)=M
AL DetVMeA\D, a(M)# M

Ce sont les deux types de droites stables par une affinité orthogonale.

M
|

|

|

ra(M)

| D
H A



(b) Prouver que si deux transformations affines f; et fo commutent (c’est-a-dire sont telles que fof; =
f1f2), ’ensemble des points fixes de f; est stable par fs.

Supposons f1fo = fof1 et soit M un point fixe de f;.
Alors f1fo(M) = faof1(M) = fo( M), donc fo(M) est un point fixe de f;.

(c) Caractériser géométriquement les couples (aj,as) d’affinités orthogonales tels que a1 et ay com-
mutent.

Soient a; et as deux affinités orthogonales d’axes respectifs Dy et Dy et de rapports respectifs \; et As.

On a a1(D2) = araz(D2) = az(ar(D2)), donc la droite ai(D2) est stable par ag : c’est donc Dy ou une droite
orthogonale & Ds.

Soit M € Ds. On a alors as(M) = M = aj(az(M)) = a1 (M) = az(a1(M)) , donc a1 (M) est un point fixe de ag
et aj (M) appartient & Ds. On a donc montré que a1 (D2) = Dy = Dy = Dy ou Dy L Ds.

Réciproquement, si D1 = Da, on a ajas = aza; (évident)

Si Dy L D, alors pour tout point M, on a AoHbai1 (M) = Hyasai1 (M), et A\oHoM = Haas(M),

donc (May(M))//(az(M)azai(M)).

Donc Hjazai1 (M) = M\ Hiaz(M) et azar (M) = ajas(M).

Ainsi, on a montré que :

a1az = aga) <= aj et as ont méme axe ou des axes orthogonaux

3. Effet d’une conjugaison sur une affinité.

Soit a une affinité orthogonale d’axe D et de rapport \. Préciser la nature de la transformation o’ = gag—*,

ol g est une similitude (on pourra d’abord déterminer les droites stables par a’). Que se passe-t-il si on
suppose seulement que g est une transformation affine 7

Soit A une droite stable par a’. On a alors A = a’(A) = gag=*(A). Donc a(g~(A)) = g7 1(A). Ainsi g7!(A) est une
droite stable par a, c’est donc D ou une droite perpendiculaire a D.

a’ = gag~' est donc une affinité car I’application linéaire associée & a’ a une matrice semblable & celle de ’application

linéaire associée a a et est donc diagonalisable avec pour valeurs propres 1 et A, si A est le rapport de laffinité a.

1

Les seules droites stables par a’ sont orthogonales car g~ est une similitude, donc conserve Porthogonalité (g~ 1(A) =

D= A=g(D),et g7 (A) L D= A 1 g(D)).
a’ est donc la similitude orthogonale d’axe g(D) et de rapport A.

Si g n’est pas une similitude mais une application affine bijective, g~ 1ag est encore une affinité d’axe g(D), de rapport
A et de direction g(D’) si D’ est une droite perpendiculaire & D.

Partie 111
Décomposition d’'un endomorphisme en somme de similitudes

L’objectif de cette partie est d’étudier la décomposition d’un endomorphisme en somme d’une similitude
directe et d’une similitude indirecte et, a partir de la, de caractériser les endomorphismes symétriques,
c’est-a-dire les endomorphismes B tels que, pour tout couple (u, v') de vecteurs, B(w). v = @.B(v).

On note L(II) I’algébre des endomorphismes de II.

1. Opération du quart de tour direct par conjugaison

A tout endomorphisme F, on associe ’endomorphisme o(F) = RFR™.

(a) Vérifier que o o o est I'identité de L£(II).
Soit F' € L(II). Alors :
ogoo(F)=o0(c(F)) =0(RFR™')= RRFR'R™!

OrR?= (R ')?=—-I,doucoo(F)=F.Onabien oo = Id ).



(b) Soit S; (resp. S-) le sous-espace vectoriel de L(II) constitué des endomorphismes G tels que ¢(G) = G

(resp. 0(G) = —G). Prouver que L(II) est somme directe des sous-espaces vectoriels S; et S_, les
1 1
projecteurs associés étant F —— 3 (F+ RFR_I) et F'— 3 (F — RFR_l).

Déja, on a bien que :

wFec, poFrol) FooF)

De plus, on a :

. (F+U(F)> _o(F) +o%(F) _ F+oa(F)

Donc L(IT) =S+ +S-.
De plus, S NS_ ={F € L(II) / o(F) = F et o(F) = —F} = {0}, donc ‘E(H) =84 & S_ |, les projecteurs
associés étant :

P % (F+0(F)) = = (F+ RFR™Y) € 8,

N =

F+—s % (F—o(F)) = % (F—RFR ') es-

(c) Verifier que les éléments non nuls de S (resp. de S_) sont les similitudes directes (resp. indirectes).

Soit F' un élément non nul de S;. Il vérifie o(F) = F, c’est-d-dire RFR™! = F, autrement dit RF = FR et
d’aprés la question 1.2, c’est donc une similitude directe.

De méme, un élément non nul de S_ est une similitude indirecte.

2. Ecriture canonique d’un endomorphisme

(a) Etablir que tout endomorphisme F peut s’écrire sous la forme (dite canonique)
F=al +38R+~vS

ou «, 3,7 sont des nombres réels, et ot S est une réflexion. Etudier unicité d’une telle écriture, en
distinguant deux cas suivant que F appartient & S; ou non. On observera que 7S = (—v)(-95).
Soit F' un endomorphisme de II. D’aprés la question précédente, on a

F= % (F+RFR™) + % (F—RFR™)

avec % (F+RFR™') € 8T, % (F—RFR')es.

1
L’élément de S~ 3 (F — RF R_l) est une similitude indirecte vectorielle, donc un élément du type 7.5 ou -y est
un réel et S est une réflexion.

1
L’élément de ST = (F + RFR_l) est une similitude directe vectorielle, c’est donc la composée d’une homothétie

et d’une rotation vectorielle. Or, une rotation vectorielle s’écrit cos I + sinOR, d’ou :

(o, B) €R? / % (F+RFR™') =al + R

Etudions 'unicité d’une telle écriture.
Supposons que
F=al+BR+~yS=dI+FR++S5

avec a, 8,7,a’, 3,7 € R, et S, S’ des réflexions. Alors, par 'unicité de la décomposition L(IT) = S; &S_ (question
précédente), on a :
ol + BR =d'I + 3R, et vS =45

Etudions le cas af + BR=d'I + 'R



Autrement dit, on a (o — &)+ (8—8')R = 0. Or I et R sont deux éléments de £(II) indépendants, d’ott o = o,
p=p

Etudions le cas vS = ~+'S".
Remarquons déja que v = 0 <= +' = 0. De plus, si vy’ # 0, on a S5’ = %I. Or S5’ est une rotation vectorielle
i

comme composée de deux réflexions. On a donc — = £1,doty=+"=SS=5ety=—"=S5=-SetilnYy
Y

a pas unicité de la décompotition.

En conclusion : pour un élément de Sy, la décomposition est unique. Pour un élément de £(IT)\S,, la décompo-
sition n’est pas unique :
al + BR+~S = al + R+ (—v)(—9)
(b) Dans ces conditions, expliciter la matrice associée a ' dans une base orthonormale directe (7, 7)
— —
telle que S(i ) = i . Calculer le déterminant et le polyndme caractéristique de F' en fonction de «,
0 et .
Soit (7, j ) une base orthonormale telle que S( i) = i

La matrice de S dans cette base est ( (1) _01 ), celle de R est ( (1) _01 )

La matrice de F' est donc :

On en déduit donc que :

det(F) =ao® =72+ 2|, |tr(F) = 2«

Le polynome caractéristique de F' est donc :

‘X2—2aX+a2—72+52‘

(c) Caractériser les triplets («, 3,7) tels que F' soit symétrique. Préciser alors les valeurs propres et les
sous-espaces propres de F.
F est symétrique si et seulement si la matrice de F' dans n’importe quelle base orthonormale de IT est symétrique.
On a donc :
F symétrique <= =0 < (a,8,7) e Rx {0} xR

Les valeurs propres de F' sont alors  + v et a — v et les sous-espaces propres de F' sont les sous-espaces propres
de S définis en II1.2.(a).

— — — —
(En efft, la matrice de F dans la base orthonormale directe (i , j ) telle que S(¢ )= 4 est diagonale).

)

. Partie IV ) )
Décomposition des transformations symétriques ayant un point fixe

Les transformations considérées dans cette partie ont un point fixe donné O. Pour tout nombre réel \
non nul, ’homothétie de centre O et de rapport \ est notée h).

1. Caractérisation des affinités orthogonales

(a) Prouver que toute affinité orthogonale A est un endomorphisme symétrique.

Soit A l'affinité orthogonale d’axe A et de rapport A. Soit (7, 7) une base orthogonale directe avec 7 €A La

matrice de A dans cette base est ( (1) ?\ )

Montrons que A est bien un endomorphisme symétrique.
L — - e
Soient w =xi +yj et v=a141+y j.
AW). 7 = (x7 + Ay?)(m’? + y'?) =z’ + \yy’

—

uUAY) = (w7 +yj )(x’7 + Ay'?) =z’ + \yy' = A(W). T



(b) Etant donné une réflexion S, caractériser les couples («,y) de nombres réels tels que B = al + S
soit une affinité orthogonale.
L’endomorphisme B = al + 5 est une affinité orthogonale si et seulement si B est diagonalisable dans une base
orthonormale et a 1 pour valeur propre. Nous avons vu que ol ++.S est diagonalisable dans une base orthonormale
(question III.2.c)) et que ses valeurs propres sont a + v et o — 7.
Ainsi :
a? —~y2#£0 (a—1)2—-~2=0
(a+v-—1D(a—v—-1)=0 — { a?—42#0

1l faut alors supposer que l'autre valeur propre est non nulle car c’est le rapport non nul de I'affinité orthogonale.

B = al +~S affinité orthogonale <= {

2. Décomposition en produit d’une affinité orthogonale et d’une homothétie.

Soient b une transformation affine fixant O et B 1’automorphisme associé. Prouver qu’il est équivalent
de dire :

(a) La transformation b est symétrique, autrement dit, B est symétrique.

(b) La transformation b peut s’écrire sous la forme b = hya, ot A # 0 et o a est une affinité orthogonale
dont ’axe D passe par O.

Montrer que, dans ces conditions, A est une valeur propre de B, et étudier ’unicité d’une telle décom-

position, en distinguant deux cas selon que b est une homothétie ou non.

Soit b une transformation affine fixant O et s’écrivant sous la forme b = hya ot A # 0 et @ est une affinité orthogonale
dont ’axe D passe par O. Alors b est symétrique car :

=l

VT, T €Tl, B(W).T = M(T).T = A\T.AT) = 7.B(7)

car a est symétrique d’apres la question IV.1.a.

Réciproquement, soit b une transformation affine fixant O telle que B I'automorphisme associé soit symétrique. On
applique les résultats de la question IIL.3 : il existe S une réflexion, et o,y € R tels que

B=al+~S
(B est symétrique, donc 8 = 0).
De plus, B est un automorphisme de II, donc (a — v)(a + ) = det(B) # 0.
a

et v = 7 Alors :
o+ o+

Posons o =

a/_/a/+/:7a2_2 0 et a/+ /:1
(@ =) (" +9) (aJW)Q( 77) # v

et B=(a+7)(a'I+4'S)=(a+7)A, ou A est une affinité orthogonale d’apres IV.1.

Comme b fixe le point O, on considére ’affinité orthogonale a laissant le point O fixe et ayant pour application linéaire
associée A. On a :

b= ha+»ya,

Nous avons donc montré 1’équivalence des propositions (a) et (b). Le réel A trouvé est bien une valeur propre de B.

Etudions 'unicité d’une telle décomposition :

Supposons que hya = hya’ ot a et a’ sont des affinités orthogonales dont les axes passent par O. Alors hy yhy = a'a”l.
Supposons que hy,yhy n'est pas la transformation identique, c’est-a-dire que A # X', a # a'. Alors hy/yhy n’a qu’un
point fixe et les axes de a’ et de a~! sont donc sécants (a~! est aussi une affinité orthogonale, son axe est celui de a,
son rapport 'inverse de celui de a)

Les deux axes se coupent donc au point fixe de 'homothétie €.
Soient D et D’ les axes de a et de a’. Soit M un point de D distinct de DN D’. On a :

a'a” (M) =d (M) = hyyha(M)
donc Q, M,a’ (M) sont alignés. Ceci doit étre vrai pour tout point M de D donc :
VM e D, o/ (M) e D

autrement dit, la droite D est globalement invariante par a’ : ce n’est pas D’ car D # D', c’est donc une droite
orthogonale & D’.



D/

D

- — L . S - S —
i, j ) une base orthonormée directe telle que D soit de direction R i , D" de direction R j .
!

Soit (

)

Soit  le rapport de a, p le rapport de a’. La matrice A’A~! dans la base (7, 7)) est ( H

O ) )
0 > C’est celle d’'une

homothétie de rapport X' ~'\ si et seulement si N 7'A = p/ = p~ 1.

En conclusion : on a hya = hya’ si et seulement si (A = )N et a = ') ou (a et a’ ont des axes orthogonaux et des
rapports inverses 'un de l'autre).

Donc si b est une homothétie, b s’écrit de maniére unique b = h.
3. Décomposition en produit de deux affinités orthogonales
Prouver qu’il ext équivalent de dire :

(a) La transformation b est symétrique.

(b) La transformation b peut s’écrire sous la forme f = azaq, ot a1 et as sont des affinités orthogonales
dont les axes D; et Dy sont orthogonaux et passent par O.
Préciser alors les droites D; et D> ainsi que les rapports \; et Ay de ces affinités.
Soit b une transformation telle que b = asa; ol a; et as sont des affinités orthogonales dont les axes sont orthogonaux
et passent par O.
Pour montrer que b est symétrique, il suffit de montrer que V', v € I, B(W). v = u.B(7).
Or, B(W). v = Ay A1 (W). 0 = Ax(A1(W)). T = A1(W).A2(V) = U. A1 (Ax(7)).
Donc B(W). v = u.B(7).

Réciproquement, soit b une transformation affine ayant O pour point fixe. b est supposée symétrique, donc par la
question précédente, il existe A € R*, il existe a affinité orthogonale d’axe D avec O € D tels que b = hya.

Or, nous avons vu a la question précédente que si D’ est la perpendiculaire & D contenant O, on a hy = aja) ol af
affinité orthogonale de rapport )\, d’axe D’ et a} affinité orthogonale de rapport A=! d’axe D. D’ou

b = djaya = a)(aha)

et aba est affinité orthogonale de rapport A~y d’axe D, u étant le rapport de 'affinité orthogonale a.

Remarquons alors que D et D’ sont globalement invariantes par b et que leurs directions correspondent donc aux
sous-espaces propres de B déterminés & la question II1.2.c. De plus, les rapports de a; et de as sont les valeurs propres
de B.

. Partie V. )
Décomposition des transformations ayant un point fixe

Dans les cinq premiéres questions de cette partie, on étudie une tranformation affine f ayant un point
fixe O en exploitant ’écriture canonique de F.

1. Décomposition en produit d’une réflexion et d’une transformation symétrique.

(a) Déterminer toutes les réflexions S; telles que F'S; soit symétrique. A cet effet, on pourra utiliser
I’écriture canonique de F et on distinguera deux cas selon que F' est une similitude directe ou non.

Soit F' un endomorphisme de II. Par la question II1.2.a, il existe a, 5,7 € R et S une réflexion tels que

F=al +BR+~vS
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Soit S7 une réflexion :
FS) = aS; +v551 + BRS:

Remarquons que :

(vSS1)R = vS(S1R) = vS(=RS1) = —y(SR)S1 = —y(—RS)S:
car S et Sp sont des automorphismes associés a des similitudes indirectes d’ou (7SS51)R = R(7S51)
Cependant, on a :

(aSy + BRS1)R = aS1 R+ BRS1R = —aRS, — fR*S; = —R(aS; + BRSY)
ainsi, dans la décomposition sur S_ @& Sy, on a :

aSt + ﬁRSl S S_, 7551 S S+

F'Sy est symétrique si et seulement si 755 est proportionnel & l'identité d’aprés II1.2.c), donc si et seulement si
lorsque v # 0, SS1 = eld, ¢ € {1}, car SS; est une rotation vectorielle comme produit de deux réflexions, donc
Sl =eS.

En conclusion : si F' est une similitude directe (ie v = 0 dans la décomposition de IV.2) quelle que soit la réflexion
S1, F'S7 est symétrique.
Si FF=al 4+ BR+~S avec v # 0, alors F'S et F(—S) sont les seules réflexions S; telles que F'Sy soit symétrique.

(b) En déduire que f peut s’écrire sous la forme f = bs, o b est symétrique et fixe O, et o s est une
réflexion dont ’axe passe par O. Etudier 1’unicité d’une telle décomposition.

Nous avons toujours trouvé une réflexion S; telle que F'S; soit symétrique. Soit s la réflexion fixant O et d’auto-
morphisme associé S;. Alors fs est une transformation affine symétrique b et f = bs, s réflexion dont I’axe passe
par O.

Etudions 'unicité d’une telle décomposition.
Si f est une similitude directe, toute réflexion dont ’axe passe par O conduit & une telle décomposition.
Si f n’est pas une similitude directe, on a f = bs = (—b)(—s) car pour S; on a deux choix possibles.

2. Décomposition en produit d’une similitude indirecte et d’une affinité orthogonale.

Etablir que f peut s’écrire sous la forme f = ag, o1 a est une affinité orthogonale dont ’axe passe par
O, et ou g est une similitude indirecte de centre O. Etudier 'unicité d’une telle décomposition lorsque
f n’est pas une similitude. Examiner aussi les cas ou f est une similitude indirecte, ou directe.

Nous avons montré que si b est une transformation affine symétrique fixant O, il existe A # 0 et a une affinité orthogonale
dont ’axe passe par O tels que b = hya, d’oll f = hyas = ahys = ag oll g = h)s est une similitude indirecte de centre
0.

Etudions 'unicité d’une telle décomposition

ler cas : f n’est pas une similitude : f = ag = a’¢g’ avec g = hys, g = hys', s et s’ deux réflexions dont les axes
passent par O, a et a’ distinctes de 'identité.

Ainsi, hyas = hya's’ donc s’ = +s par l'unicité de V.1.b (hya n’est pas une similitude directe).

Donc hya = hexa’ et par IV.2, on a doit A = e) et a = d/, soit a et a’ ont des axes orthogonaux et des rapports
inverses l'un de l'autre.

2éme cas : f est une similitude.

Si f est une similitude directe, il n’y a pas d’unicité mais infinité de solutions qui proviennent de 1’étude de V.1.b.
Si f est une similitue indirecte, f = ag = a/¢’ implique que a = fg~! est une similitude directe donc l'identité d’ot
f =g etily a unicité de la décomposition.

3. Interprétation géométrique de cette derniére décomposition

Dans cette question, on suppose que f n’est pas une similitude, et on fixe une base orthonormale directe
(6—1)7 6_2))'
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(a) Prouver que la recherche d’un couple (q, g) tel que f = ag équivaut a celle d’une affinité orthogonale
’ Qi ’ - . - - — i — = —
A=d'T++'S, et d’une base carrée directe (i, j ) telles que A(i)=u et A(j)=—7,0u u = F(eqg)

et v = F(es).

Comme f,a,g fixent le point O, il suffit d’étudier les automorphismes associés F, A, G. A est une affinité ortho-
gonale donc :
3o/, € R, 39 réflexion /| A =dT++'9

G est une similitude indirecte donc (G(e7),G(e3)) est une base carrée indirecte.
Posons @ = F(e7) et v = F(e3). Alors :

—

i
Jj)=-v.

donc si on considére la base carrée directe (G(e7), —G(e3)) = ( )= et A(

(b) En appliquant a A les résultats de III.1., montrer que i est colinéaire & W + R(7) et que S'(T) est
colinéaire a o — R(7).

Nous avons trouvé dans la Partie III la décomposition d’un élément de £(7) sur S— ¢ Sy Ici :

o1 = %(A +RAR™Y), 4S8 = %(A — RAR™)

— 1 — —
[N A —1
dott 7 —2(A(z)+RAR (z))
Or, R_l(T) = —7), A(?) = -Teta i = %(R(?) + ) et i est colinéaire & W + R(?).
-, 1, = 1 1 - 1
VS'(7) = JA(T) ~ RAR(T)) = (7 — RA(= 7)) = (7 — R(7)

et S'(7) est colinéaire & @ — R(7).

(c) Lorsque u et v sont les vecteurs indiqués dans la question I.4., déterminer tous les triplets (A, 7, 7)
satisfaisant aux conditions précédentes. Pour chacun d’eux, reprendre la figure du I.4., expliciter
— —
(i, j) ainsi que ’axe de A, et donner le rapport de A.

D’aprés la question précédente, 36 € R* tel que 7= (U + R(V)).
(En effet, si i + 6}, on a alors § # 0)

En utilisant le fait que (O, @ + R(7), ¥ — R(W)) est un repére carré indirect, on a j = §(R(T) — ).
On reprend I’exemple du 1.4, le plan étant rapporté au repére orthonormal (O, €7, ¢e3) et U = 3e] + 2e3, v =
e — e3-
6 ER* /7 =0(4e; +883), j =0(—8e +4e3)
A(T) = 381 + 283, A(7) = —62] + 3.
On peut déterminer la matrice de A dans la base (€7, €3).
- — = —
En effet, 2¢ + j =200e3, i —2j = 20d0eq.
Donc _ _ _ _
A(206e7) = A(i ) —2A(j) = 15e7, A(208e3) =2A(4 )+ A(j) = 5es
3
et A a pour matrice | 40 1 dans la base (e1,€3).
0 J—
40

C’est la matrice d’une affinité si et seulement si I’'une de ses valeurs propres est 1 et I’autre est non nulle.
On a donc deux cas possibles :

3 1
ler cas : § = T A(el) =e1, A(es) = ge_g’.

1
A a pour axe la droite A;(O, e7), pour rapport 3 et le couple (z_l), Z) correspondant est : (3e] + 6e3, —6e7 + 3¢e3)

1
2eme cas : 6 = T A(er) = 3e1, A(ez) = e3.

— —
A a pour axe la droite Ay(O, €3), pour rapport 3 et le couple (is, j2) correspondant est : (e] + 2e3, —2¢1 + €3)

12
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4. Décomposition en produit d’affinités orthogonales.
Montrer que f peut s’écrire sous la forme f = asa;s, ot a; et ay sont des affinités orthogonales d’axes
orthogonaux passant par O, et s est une réflexion d’axe passant par O.
On utilise la décomposition de V.1.b : f = bs avec b symétrique et fixant O, s réflexion dont ’axe passe par O.
Egalement, on a la décomposition de V.3 pour une transformation b symétrique fixant O : b = aq2a1, oll a; et as sont
des affinités orthogonales dont les axes D; et D5 sont orthogonaux et passent par O.

Pour f transformation affine fixant O, on a f = asais ol a; et as sont des affinités orthogonales d’axes orthogonaux
passant par O et s une réflexion d’axe passant par O.

5. Existence d’une décomposition en produit de deux affinités orthogonales.
L’objectif est de caractériser les automorphismes F' qui peuvent s’écrire comme produit de deux affinités
orthogonales. A cet effet, on écrit F sous la forme canonique F' = a/+3R+~S. Le cas des endomorphismes
symétriques étant déja traité, on suppose que (3 # 0.

(a) En écrivant les affinités sous forme canonique, étudier le cas ot F' est une similitude directe, c’est-
a-dire ou 7 = 0. Désormais, on écartera ce cas.

On remarque qu’une affinité orthogonale vectorielle d’axe A peut s’écrire si S désigne la réflexion d’axe A :
(1 = XM)I + \S, et son rapport est 1 — 2\, avec \ # %
Soit F' une similitude directe : F' = o + SR.
(L=XNI+X) (1 =N+ XNS)=F <<= (1A-=-XNA-MN)T+INSS+XN1-NS+X1-\N)S=F
On remarque que (1 — A)(1 — X)I + AN SS” est égale a la composante de F' dans Sy car :
(ANSS)R = AN S(S'R) = AN S(—RS’) = AN (=SR)S" = AN (RS)S" = RN SS")
d’oli nécessairement :
NA=XNS"+X1-X)S =0, NA=XNS8"=-A1-X)S

Les cas o S = £5’ ne sont pas intéressants car ils conduisent & F' homothétie (S = —5’, A = X donne (1 —2\)I
donc toutes les homothéties).

Etudions les cas ou (1 —X) = A1 —X) =0.

SiN=0,onal=0et F=1

SiN =1, onal=1et F =55 donc toute rotation vectorielle.

En conclusion, toute rotation vectorielle et toute homothétie s’écrit comme produit de deux affinités orthogonales
vectorielles.
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(b)

Soit Ry une rotation. Prouver que l’existence d’une décomposition de F' équivaut a celle d’une
décompositition de RgFRe_l.

Si FF = A1As, on a RQFR;1 = (RgAlRe_l)(RgAgRe_l) et R(;ARH_1 est une affinité orthogonale (les valeurs
propres de A et de RgAR, ! sont les meémes, les sous-espaces propres sont images 1'un de lautre par Ry qui
conserve 'orthogonalité).

De la méme fagon, si RaFR;l =A1As,ona F = (R;lAle)(RglAgRg).

Calculer RgFR;l. En déduire que F/ = o/ I+ 3 R++'S’ est conjugué de F par rotation si et seulement
sia =a, f/ =03, et ¥ =+, c’est-a-dire si o/ = a, ' = § et det(F’) = det(F). On posera désormais
§ = det(F).

Soit F'=al + BR+~S, avec B # 0 et v #£ 0.
Alors, puisque RRy = RyR, on a

RyFR;' =al + BR+yReSR™' =al + BR+~S1  avec S = RgSR;"

donc F’ est conjugué de F par rotation si et seulement si al + SR =o'l + 'R et vS1 = ~+'S".
F’ conjugué de F — a=dao, 8=0, v==++.

Réciproquement, sia = o/, =03,y =++',on a :
VYRg, Rg(al+BR)R,'=d'I+p'R

Si ' =1, 3Ry tel que S’ = RySR," ot Ry est une rotation qui envoie 'axe de S sur l'axe de S’

Siy' = —v, 3Ry tel que —5’ = RgSRgl ol Ry est une rotation qui envoie 'orthogonal de ’axe de S sur I'axe de
S’

2 2 2 12 /2 /2 /
' r_ r_ a’+ 37— =a? + 37 — "% = det(F) = det(F")
a=a =08~ —iw:»{ a—o B p

Vu ces résultats, on est ramené au probléme suivant : existe-t-il des affinités orthogonales A; et A,
telles que I’automorphisme F’' = A, A; satisfasse aux conditions énoncées au c? Soient alors \; et )\
les rapports de A; et Ay, D; et Dy leurs axes et ¢ une mesure de ’angle (D1, D3). En écrivant A; et
As sous forme canonique, montrer que tout revient a déterminer un triplet (A;, A2, ) de nombres
réels tels que

AMA2 =9

(1=A)(1—=X)sin?p=06—-2a+1

(I =X)(1 —Xg)singpcosy =20

14+ A 1—-A
Soit A laffinité orthogonale d’axe A et de rapport A. Alors A = %I + TS si S est la réflexion vectorielle

d’axe A.
En effet, soit (

- — s =
i, j ) une base orthonormale directé telle que A =R i .

- -
(3 1 =

)= it ,

Soit S la réflexion d’axe D1, So la réflexion d’axe Do :

A( 1+/\—.>+1—/\—> 7

1 1- 1 1-—
F— AA, = <—|—2)\21+ 2/\282>< -1-2/\1I+ 2/\15,1
14+ M)+ 1—22)(1—A 14+ 21— 1—X)(1+ A
_ 4+ 11( ) | 2{4( Dg,g 4+ UF ); Vg 4 2)2( A g

Comme ¢ = (D1, D2), alors 5251 = cos 2l + sin 2¢R.

Ady — (1+)\1)(1—x\g)—i-cochp(l—/\g)(l—)\1)I+(1—)\2)(1—/\1)s1n2<pR

4 4
+(1 + /\2)(1 — /\1)51 n (1 — )\2)(1 + /\1)52

2 2
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Ainsi,
det(F’) = det(A;) det(As2)
A1 Ay = — (14 X2)(14+ A2) +cos2p(1 — A2)(1 — A1) = 4o
(I —=X2)(1 = A1)sin2p =48
< (14 A)(1 4+ X2) +cos2¢(l — A)(1 = \p) =4
— 1 + ()\1 + )\2) + /\1/\2 + (1 — sin2 (p)(l — )\1 - /\2 + )\1)\2) =4
= (1-M\)(1—X)sin®*¢p—0—2a+1

d’ou le résultat.

(e) On pose 7 = — 2a + 1. Montrer que 7 = 0 si et seulement si 1 est valeur propre de F, et que, dans
ce cas, la décomposition est impossible.
Supposons que 7 = 0. Alors (1 — A1)(1 — A2) sin? p =0, donc Ay =1 ou Ao = 1 ou sin? o =0
SiAi=1,ona Ay =1, F = A et 1 est valeur propre de F'.
Side=1,0ona As =1, F = A; et 1 est valeur propre de F.
Sisin?p =0,0na¢=0oum, doit D; = Dy : 1 est valeur propre de F car dans ce cas AsA; est une affinité
orthogonale.

Réciproquement si 1 est valeur propre de F', 'autre valeur propre de F' est d car le déterminant de F' est égal au
produit des valeurs propres. Cherchons la trace de F : c’est 1+ 6 et c’est aussi 2« car tr(R) = 0, tr(S) = 0. Donc
14+ 6 =2a, donc 7 =0.

Lorsque 7 = 0, le produit A3A; est une affinité orthogonale, cas d’un endomorphisme symétrique (8 = 0) déja
traité

f) On écarte désormais ce cas, et on prend ¢ tel que tanyp = . Calculer A1 + A2 en fonction de (3,6
¥ ¥ 23

et 7 et en déduire la condition d’existence d’un couple (A1, A\2) de nombres réels satisfaisant aux
conditions du d

Posons tan ¢ = % Ceci détermine . On obtient alors :
1
/\1/\2:5, et 1—(/\1+)\2)+)\1/\2: 1+ 3 (5—2a+1)
%)
d’ou ) 52
M+l =146— (i—i-l) (5—2a+1):2a—£
-
62
A1 et A2 sont donc racines de ’équation du second degré X2 - (2a — —> X+6=0

2
OnaA—(Q—ﬁ> —45—4<<a—2—62) —5).
T T

2 2
La condition d’existence d’un couple de réels satisfaisant aux conditions du d est donc (a — i) —6>0.
T

Dans ce cas, A1 et A2 existent et donc A7 et As.

6. Etudier enfin les décompositions d’une transformation affine quelconque f. On établira d’abord que f
admet un point fixe et un seul si et seulement si 1 n’est pas valeur propre de F, c’est-a-dire si 7 # 0.

Soit f une transformation afine quelconque. Etudions 'unicité d’un point fixe pour f.
Si f admet un point fixe et un seul My : f(Mp) = My. L’ensemble des points fixes de f est :

(M ] f(M)=M}={M | f(M)~F(My) =M — Mo} = {M / F(MyM) = MyM} = My + Kex(F — I)

Si cet ensemble se réduit & My, Ker(F — I) = {0}, c’est-a-dire 1 n’est pas valeur propre de F'.
Réciproquement si 1 n’est pas valeur propre de F. Alors 'ensemble des points fixes de f sera ’ensemble vide ou réduit
a un point. Montrons qu’il existe un point fixe My. Soit M un point de P : My point fixe de f si et seulement si

F(Mo) = Mo <= Mf(Mo) = MMy = Mf(M) + F(MMy = MMy <= (F — I)(MMy = f(M)M
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or, si F' n’a pas 1 pour valeur propre, F' — I est inversible, on peut donc déterminer M M, :
e IR
MMy = (F =1)""(f(M)M)

et f admet un point fixe.
On a finalement démontré le résultat :

f admet un point fixe et un seul si et seulement si 1 n’est pas valeur propre de F'

L’étude de la décomposition d’une transformation affine f peut donc se faire en plusieurs temps :
— On étudie une transformation affine admettant au moins un point fixe : par V — 4, une telle transformation affine
se décompose en produit de trois affinités orthogonales. Dans le cas ot 1 n’est pas valeur propre de F et lorsque
2
2 2
<a — i — 6 >0, une telle transformation affine se décompose en produit de deux affinités orthogonales.
T
— On étudie une transformation affine f n’admettant pas de point fixe : on peut a 'aide d’une affinité orthogonale se
ramener & une transformation affine admettant un point fixe : Ja, affinité orthogonale telle que ao f = g, g admette
un point fixe. On applique alors les résultats pour les transformations affines admettant un point fixe.
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