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Notations et objetif du problèmeOn note P le plan eulidien orienté et Π l'ensemble des veteurs de P . Le hoix d'un point de P permetd'identi�er P et Π. Les appliations a�nes de P dans lui-même sont plus simplement appelées appliationsa�nes et sont notées par des lettres minusules. Les endomorphismes de Π assoiés sont appelés endomor-phismes et sont notés par la lettre majusule orrespondante. On rappelle qu'une appliation a�ne f estdéterminée par l'endomorphisme assoié F et par l'image d'un point ; lorsque f �xe un point, son étude estramenée à elle de F . Pour qu'une appliation a�ne f soit une transformation a�ne, il faut et il su�t que

F soit un automorphisme, e qui revient à dire que le déterminant de F , noté det(F ), est non nul ; on ditalors que f et F sont direts si det(F ) > 0, et indirets si det(F ) < 0.La symétrie orthogonale s par rapport à une droite D est appelée ré�exion d'axe D. L'automorphismeorthogonal S assoié est appelé ré�exion d'axe ∆, où ∆ désigne la diretion de D.Pour tout nombre réel θ, on note Rθ la rotation de Π dont θ est une mesure de l'angle. Lorsque θ =
π

2
, ils'agit du quart de tour diret, noté plus simplement R. Dans es onditions, toute rotation Rθ s'érit sousla forme Rθ = cos θI + sin θR, où I désigne l'identité.La donnée d'un parallélogramme (ordonné) Γ = (O, J, K, L) de P , où −−→

OK =
−→
OJ +

−→
OL, équivaut à elle de

(O,−→u ,−→v ), où −→u =
−→
OJ et −→v =

−→
OL. Dans toute la suite, on suppose que Γ n'est pas aplati, e qui revient à direque (−→u ,−→v ) est une base. Si ette base est direte, on dit que Γ est diret ; dans le as ontraire, on dit que Γest indiret. Lorsque Γ est un arré, on dit que (O,−→u ,−→v ) est un repère arré, ou enore que (−→u ,−→v ) est unebase arrée, e qui revient à dire que −→v = R(−→u ) si ette base est direte, et −→v = −R(−→u ) dans le as ontraire.L'objetif du problème est d'étudier les déompositions d'une transformation a�ne de P en transforma-tions élémentaires, notamment les similitudes et les a�nités orthogonales, e qui fait l'objet des parties IV etV, la partie II étant onsarée à quelques résultats élémentaires. A et e�et, on utilise un outil géométrique,à savoir l'ation des transformations sur les parallélogrammes et sur les arrés (parties I et V), et un outilalgébrique, à savoir la déomposition d'un endomorphisme en somme de similitudes (partie III).Partie ICaratérisation des similitudes par leur ation sur les arrésOn dit qu'une transformation a�ne f est une similitude de rapport ρ si l'automorphisme assoié G estde la forme G = ρU , où ρ > 0 et où U est un automorphisme orthogonal, dit assoié à g. Dans es onditions,on dit aussi que G est une similitude.1. Prouver que l'image d'un parallélogramme par une transformation a�ne f est enore un parallélo-gramme.Soit Γ = (A, B, C, D) un parallélogramme de P et soient f(A), f(B), f(C), f(D) les images respetives de A,B,C,Dpar f . On a alors :

−−−−−−→
f(A)f(C) = F (

−→
AC) = F (

−−→
AB +

−−→
AD) = F (

−−→
AB) + F (

−−→
AD) =

−−−−−−→
f(A)f(B) +

−−−−−−−→
f(A)f(D)don (f(A), f(B), f(C), f(D)) est un parallélogramme. 1



Etant donné des parallélogrammes Γ et Γ′, établit l'existene et l'uniité d'une transformation a�netransformant Γ en Γ′.Soient Γ = (A, B, C, D) et Γ′ = (A′, B′, C′, D′) deux paralléogrammes. Soit f la transformation a�ne telle que
f(A) = A′, F (

−−→
AB) =

−−−→
A′B′, F (

−−→
AD) =

−−−→
A′D′L'image de C par f est bien C′ ar :

−−−−−−→
f(A)f(C) = F (

−→
AC) = F (

−−→
AB +

−−→
AD) = F (

−−→
AB) + F (

−−→
AD) =

−−−→
A′B′ +

−−−→
A′D′ =

−−→
A′C′ =

−−−−→
f(A)C′L'existene de f est don prouvée. L'uniité de f provient du fait que l'image d'un point (ii A) et la onnaissane de

F déterminent f de manière unique.2. Soient g une transformation a�ne et G l'automorphisme assoié. Montrer qu'il est équivalent de dire :(a) La transformation g est une similitude direte de P .(b) Il existe un arré diret dont l'image par g est un arré diret.() Les automorphismes G et R ommutent.(d) L'image par g de tout arré diret est un arré diret.(a) ⇒ (b)Soit (A, B, C, D) un arré diret. Son image par g est un parallélogramme qui véri�e :
‖G(

−−→
AB)‖ = ‖ρU(

−−→
AB)‖ = ρ‖−−→AB‖ =











ρ‖−−→AD‖ = ‖ρU(
−−→
AD)‖ = ‖G(

−−→
AD)‖

ρ‖−−→DC‖ = ‖ρU(
−−→
DC)‖ = ‖G(

−−→
DC)‖

ρ‖−−→CB‖ = ‖ρU(
−−→
CB)‖ = ‖G(

−−→
CB)‖C'est don un arré.Pour montrer que e arré est diret, il su�t de véri�er que la base (G(

−−→
AB), G(

−−→
AD) est direte :

det
(
−−→
AB,

−−→
AD)

(G(
−−→
AB), G(

−−→
AD)) = det(G) det

(
−−→
AB,

−−→
AD)

(
−−→
AB,

−−→
AD) = det(G) > 0ar g est une similitude direte.(b) ⇒ ()Soit (A, B, C, D) le arré diret dont l'image par g est un arré diret. On sait don que :

−−→
AD = R(

−−→
AB) =⇒ G(

−−→
AD) = G ◦ R(

−−→
AB) =⇒ G ◦ R(

−−→
AB) = G ◦ R(

−−→
AB)De plus, omme R2 = −I, on a :

R ◦ G(
−−→
AD) = R ◦ R(G(

−−→
AB)) = −G(

−−→
AB) = G(−−−→

AB) = G(R2(
−−→
AB)) = G ◦ R(

−−→
AD)Don on a : R ◦ G(

−−→
AB) = G ◦ R(

−−→
AB) et R ◦ G(

−−→
AD) = G ◦ R(

−−→
AD), et omme (

−−→
AB,

−−→
AD) est une base de Π, on a don

R ◦ G = G ◦ R.() ⇒ (d)On suppose que G◦R = R◦G. Soit (A, B, C, D) un arré diret quelonque. D'après la question 1, (g(A), g(B), g(C), g(D))est un parallélogramme. Montrons que 'est un arré :
G(

−−→
AD) = G(R(

−−→
AB)) = R ◦ G(

−−→
AB)don le parallélogramme (g(A), g(B), g(C), g(D)) est diret.Comme G(

−−→
AD) = R ◦G(

−−→
AB), les droites (g(A)g(D)) et (g(A)g(B)) sont orthogonales. Le parallélogramme obtenu estdon un retangle.De même, G(

−−→
AD) = R ◦G(

−−→
AB) donne que ‖G(

−−→
AB)‖ = ‖G(

−−→
AB‖ ar R est une isométrie. Le retangle (A, B, C, D) estdon un arré. 2



(d) ⇒ (a)Il su�t de onsidérer un arré diret de P : (A, B, C, D). Son image par g est un arré diret don G véri�e :










‖G(
−−→
AB)‖ = ‖G(

−−→
AD)‖ = ρ‖−−→AB‖ ave ρ > 0

G(
−−→
AB).G(

−−→
AD) = 0

R(G(
−−→
AB)) = G(

−−→
AD) =⇒ det

(
−−→
AB,

−−→
AD)

(G(
−−→
AB), G(

−−→
AD)) > 0

G est don la omposée de l'homothétie de rapport ρ > 0 et d'une isométrie positive. g est don une similitude direte.3. Caratériser de même les similitudes indiretes.On peut aratériser de même les similitudes indiretes. Soit g une transformation a�ne et G l'automorphisme assoié.Alors les propositions suivantes sont équivalentes :(a) La transformation g est une similitude indirete de P .(b) Il existe un arré diret dont l'image par g est un arré indiret.() Les automorphismes G et R antiommutent, i.e. R ◦ G = G ◦ R(d) L'image par g de tout arré diret est un arré indiret.La démonstration de es équivalenes se fait de façon identique aux équivalenes de la question préédente.4. Soit (O,−→u ,−→v ) un repère non arré. Montrer que (O,−→u + R(−→v ),−→v − R(−→u )) est un repère arré indiret,
(O,−→u −R(−→v ),−→v + R(−→u )) est un repère arré diret, et que e dernier repère se déduit du préédent parune similitude indirete. Exprimer le rapport ρ de ette similitude et déterminer l'axe ∆ de la ré�exionassoiée U . Le plan P étant rapporté à un repère orthonormal diret (O,−→e1 ,

−→e2), mettre en plae surune même �gure les trois repères préédents et les parallélogrammes assoiés lorsque −→u = (3, 2), et
−→v = (6,−1). Expliiter ρ et ∆. On prendra l'unité de longueur égale à 1 m.Soit (O,−→u ,−→v ) un repère non arré. (O,−→u +

−→
R (−→v ),−→v − R(−→u )) est un repère arré indiret ar :

R(−→u + R(−→v )) = R(−→u ) + R2(−→v ) = −−→v + R(−→u ) = −(−→v − R(−→u ))e qui implique que ‖−→u + R(−→v )‖ = ‖v − R(−→u )‖ 6= 0 et (−→u + R(−→v )).(−→v − R(−→u )) = 0.De même, (O,−→u − R(−→v ),−→v + R(−→u )) est un repère arré diret ar :
R(−→u − R(−→v )) = R(−→u ) − R2(−→v ) = −→v + R(−→u )On passe du repère (O,−→u +

−→
R (−→v ),−→v − R(−→u )) au repère (O,−→u − R(−→v ),−→v + R(−→u )) par une similitude indirete.En e�et, soit S la similitude indirete qui envoie le arré diret (O,−→u − R(−→v ),−→v + R(−→u )) sur le arré indiret

(O,−→u +
−→
R (−→v ),−→v − R(−→u )) ('est bien une similitude indirete d'après la question 3). Alors S−1 est la similitudeindirete demandée :

S−1(−→u + R(−→v )) = −→u − R(−→v ) =⇒ ρ =
‖−→u − R(−→v )‖
‖−→u + R(−→v )‖L'axe de la ré�exion assoiée U passe par O et est de diretion 1

2

(

−→u + R(−→v ) +
1

ρ

(−→u −−→
R (−→v )

)

) (ar −→u + R(−→v ) esttransformé par U en 1

ρ
(−→u − R(−→v )).Dans l'exemple demandé, on a :

ρ =
‖3−→e1 + 2−→e2 −−→e1 − 6−→e2‖
‖3−→e1 + 2−→e2 + −→e1 + 6−→e2‖

=

√
4 + 16√
16 + 64

=
1

2

∆ = (O,−→e1)
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b

O
∆

−→e2

−→e1

−→u

−→v

R(−→u )

R(−→v )

−→u + R(−→v )

−→v + R(−→u )

−→v−→u − R(−→v )Partie IIA�nités orthogonales : ompositionn, onjugaisonEtant donnés une droite D de P et un nombre réel λ non nul, on appelle a�nité orthogonale d'axe D etde rapport λ la transformation a�ne a de P qui, à tout point M , assoie le point N dé�ni par la relation−−→
HN = λ

−−→
HM , où H est la projetion orthogonale de M sur D. L'automorphisme A assoié est appelé a�nitéorthogonale d'axe ∆ et de rapport λ, où ∆ est la diretion de D.Dans ette partie, on onsidère des a�nités de rapport di�érent de 1.1. Composée de deux a�nités orthogonalesSoient a1 et a2 des a�nités orthogonales d'axes respetifs D1 et D2 et de rapports respetifs λ1 et λ2.Soit f la omposée de a1 et a2, notée f = a2a1.(a) Déterminer la nature de f lorsque D1 et D2 sont parallèles et préiser l'ensemble des points �xesde f .

D1 et D2 sont parallèles. Prenons un repère orthonormal diret (O,−→e1 ,−→e2) tel que D1 = O + V ect(−→e1) et D2 estalors la droite d'équation y = c dans e repère.L'image d'un point M(x, y) devient don :
a1(M)(x, λ1y), a2(M)(x, c + λ2(y − c))d'où :

f(M)(x, c + λ2(λ1y − c)), autrement dit f(M)(x, λ2λ1y − c(λ2 − 1))4



Si λ1λ2 = 1, f est la translation de veteur ( 0
−c(λ2 − 1)

)Si λ1λ2 6= 1, f est l'a�nité orthogonale d'axe la droite D d'équation y = −c
1 − λ2

λ1λ2 − 1
, et de rapport λ1λ2.En e�et, on a :

λ2λ1y − c(λ2 − 1) = λ2λ1

(

y + c
1 − λ2

λ1λ2 − 1

)

− c
λ2λ1(1 − λ2)

λ1λ2 − 1
− c(λ2 − 1) = λ2λ1

(

y + c
1 − λ2

λ1λ2 − 1

)

− c
1 − λ2

λ1λ2 − 1En onlusion : La omposée de deux a�nités orthogonales d'axes parallèles est une translation si le produit desrapports est 1, une a�nité orthogonale dans l'autre as.(b) Montrer que D1 et D2 sont séantes si et seulement si f admet un point �xe et un seul.Soient a1 et a2 deux a�nités orthogonales d'axes respetifs D1 et D2 et de rapports respetifs λ1 et λ2.Supposons que D1 ∩ D2 = {A}, alors a2a1(A) = A, don f = a2 ◦ a1 admet un point �xe.Soit M un point tel que f(M) = M . Alors : a1(M) = a−1
2 (M). Don (Ma1(M)) ⊥ D1, (Ma−1

2 (M) ⊥ D2. D'où
M ∈ D1 ∩ D2 ou D1//D2. Or D1 et D2 sont séantes, don M ∈ D1 ∩ D2 ∈ {A}

b

H1

b

A

b
M

b H2

ba1(M)
b a2(M)

D2

D1

Réiproquement : nous avons montré que si D1 et D2 sont parallèles, f a une droite de points �xes ou auunpoint �xe, soit : si f a un point �xe unique, alors D1 et D2 ne sont pas parallèles.2. Caratérisation du as où es a�nités ommutent.(a) Déterminer toutes les droites stables par une a�nité orthogonale a.Soit a une a�nité orthogonale d'axe D et de rapport λ et ∆ une droite stable par a. Puisque λ 6= 1, on a :Si M ∈ ∆ et M = a(M), on a M ∈ D ∩ ∆.Si M ∈ ∆, a(M) ∈ ∆ et M 6= a(M), on a (Ma(M)) ⊥ D, d'où ∆ ⊥ D.Don, pour une droite ∆ stable par une a�nité orthogonale a, on a deux possibilités :
{

∆ = D axe de a et ∀M ∈ ∆, a(M) = M
∆ ⊥ D et ∀M ∈ ∆\D, a(M) 6= MCe sont les deux types de droites stables par une a�nité orthogonale.

b

H

b
M

b a(M)

D

∆
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(b) Prouver que si deux transformations a�nes f1 et f2 ommutent ('est-à-dire sont telles que f2f1 =
f1f2), l'ensemble des points �xes de f1 est stable par f2.Supposons f1f2 = f2f1 et soit M un point �xe de f1.Alors f1f2(M) = f2f1(M) = f2(M), don f2(M) est un point �xe de f1.() Caratériser géométriquement les ouples (a1, a2) d'a�nités orthogonales tels que a1 et a2 om-mutent.Soient a1 et a2 deux a�nités orthogonales d'axes respetifs D1 et D2 et de rapports respetifs λ1 et λ2.On a a1(D2) = a1a2(D2) = a2(a1(D2)), don la droite a1(D2) est stable par a2 : 'est don D2 ou une droiteorthogonale à D2.Soit M ∈ D2. On a alors a2(M) = M ⇒ a1(a2(M)) = a1(M) = a2(a1(M)) , don a1(M) est un point �xe de a2et a1(M) appartient à D2. On a don montré que a1(D2) = D2 ⇒ D2 = D1 ou D1 ⊥ D2.Réiproquement, si D1 = D2, on a a1a2 = a2a1 (évident)Si D1 ⊥ D2, alors pour tout point M , on a λ2

−−−−−−→
H ′

2a1(M) =
−−−−−−−−→
H ′

2a2a1(M), et λ2
−−−→
H2M =

−−−−−−→
H2a2(M),don (Ma1(M))//(a2(M)a2a1(M)).Don −−−−−−−−→

H ′
1a2a1(M) = λ1

−−−−−−→
H ′

1a2(M) et a2a1(M) = a1a2(M).Ainsi, on a montré que :
a1a2 = a2a1 ⇐⇒ a1 et a2 ont même axe ou des axes orthogonaux3. E�et d'une onjugaison sur une a�nité.Soit a une a�nité orthogonale d'axe D et de rapport λ. Préiser la nature de la transformation a′ = gag−1,où g est une similitude (on pourra d'abord déterminer les droites stables par a′). Que se passe-t-il si onsuppose seulement que g est une transformation a�ne ?Soit ∆ une droite stable par a′. On a alors ∆ = a′(∆) = gag−1(∆). Don a(g−1(∆)) = g−1(∆). Ainsi g−1(∆) est unedroite stable par a, 'est don D ou une droite perpendiulaire à D.

a′ = gag−1 est don une a�nité ar l'appliation linéaire assoiée à a′ a une matrie semblable à elle de l'appliationlinéaire assoiée à a et est don diagonalisable ave pour valeurs propres 1 et λ, si λ est le rapport de l'a�nité a.Les seules droites stables par a′ sont orthogonales ar g−1 est une similitude, don onserve l'orthogonalité (g−1(∆) =
D ⇒ ∆ = g(D), et g−1(∆) ⊥ D ⇒ ∆ ⊥ g(D)).
a′ est don la similitude orthogonale d'axe g(D) et de rapport λ.Si g n'est pas une similitude mais une appliation a�ne bijetive, g−1ag est enore une a�nité d'axe g(D), de rapport
λ et de diretion g(D′) si D′ est une droite perpendiulaire à D.Partie IIIDéomposition d'un endomorphisme en somme de similitudesL'objetif de ette partie est d'étudier la déomposition d'un endomorphisme en somme d'une similitudedirete et d'une similitude indirete et, à partir de là, de aratériser les endomorphismes symétriques,'est-à-dire les endomorphismes B tels que, pour tout ouple (−→u ,−→v ) de veteurs, B(−→u ).−→v = −→u .B(−→v ).On note L(Π) l'algèbre des endomorphismes de Π.1. Opération du quart de tour diret par onjugaisonA tout endomorphisme F , on assoie l'endomorphisme σ(F ) = RFR−1.(a) Véri�er que σ ◦ σ est l'identité de L(Π).Soit F ∈ L(Π). Alors :

σ ◦ σ(F ) = σ(σ(F )) = σ(RFR−1) = RRFR−1R−1Or R2 = (R−1)2 = −I, d'où σ ◦ σ(F ) = F . On a bien σ ◦ σ = IdL(Π).6



(b) Soit S+ (resp. S−) le sous-espae vetoriel de L(Π) onstitué des endomorphismesG tels que σ(G) = G(resp. σ(G) = −G). Prouver que L(Π) est somme direte des sous-espaes vetoriels S+ et S−, lesprojeteurs assoiés étant F 7−→ 1

2

(

F + RFR−1
) et F 7−→ 1

2

(

F − RFR−1
).Déjà, on a bien que :

∀F ∈ L(Π), F =
F + σ(F )

2
+

F − σ(F )

2De plus, on a :
σ

(

F + σ(F )

2

)

=
σ(F ) + σ2(F )

2
=

F + σ(F )

2

σ

(

F − σ(F )

2

)

=
σ(F ) − σ2(F )

2
=

F − σ(F )

2Don L(Π) = S+ + S−.De plus, S+ ∩ S− = {F ∈ L(Π) / σ(F ) = F et σ(F ) = −F} = {0}, don L(Π) = S+ ⊕ S− , les projeteursassoiés étant :
F 7−→ 1

2
(F + σ(F )) =

1

2

(

F + RFR−1
)

∈ S+

F 7−→ 1

2
(F − σ(F )) =

1

2

(

F − RFR−1
)

∈ S−() Véri�er que les éléments non nuls de S+ (resp. de S−) sont les similitudes diretes (resp. indiretes).Soit F un élément non nul de S+. Il véri�e σ(F ) = F , 'est-à-dire RFR−1 = F , autrement dit RF = FR etd'après la question I.2, 'est don une similitude direte.De même, un élément non nul de S− est une similitude indirete.2. Eriture anonique d'un endomorphisme(a) Etablir que tout endomorphisme F peut s'érire sous la forme (dite anonique)
F = αI + βR + γSoù α, β, γ sont des nombres réels, et où S est une ré�exion. Etudier l'uniité d'une telle ériture, endistinguant deux as suivant que F appartient à S+ ou non. On observera que γS = (−γ)(−S).Soit F un endomorphisme de Π. D'après la question préédente, on a

F =
1

2

(

F + RFR−1
)

+
1

2

(

F − RFR−1
)ave 1

2

(

F + RFR−1
)

∈ S+, 1

2

(

F − RFR−1
)

∈ S−.L'élément de S−
1

2

(

F − RFR−1
) est une similitude indirete vetorielle, don un élément du type γS où γ estun réel et S est une ré�exion.L'élément de S+ 1

2

(

F + RFR−1
) est une similitude direte vetorielle, 'est don la omposée d'une homothétieet d'une rotation vetorielle. Or, une rotation vetorielle s'érit cos θI + sin θR, d'où :
∃(α, β) ∈ R

2 /
1

2

(

F + RFR−1
)

= αI + βREtudions l'uniité d'une telle ériture.Supposons que
F = αI + βR + γS = α′I + β′R + γ′S′ave α, β, γ, α′, β′, γ′ ∈ R, et S, S′ des ré�exions. Alors, par l'uniité de la déomposition L(Π) = S+⊕S− (questionpréédente), on a :

αI + βR = α′I + β′R, et γS = γ′S′Etudions le as αI + βR = α′I + β′R 7



Autrement dit, on a (α−α′)I + (β− β′)R = 0. Or I et R sont deux éléments de L(Π) indépendants, d'où α = α′,
β = β′Etudions le as γS = γ′S′.Remarquons déjà que γ = 0 ⇐⇒ γ′ = 0. De plus, si γγ′ 6= 0, on a SS′ =

γ

γ′
I. Or SS′ est une rotation vetorielleomme omposée de deux ré�exions. On a don γ

γ′
= ±1, d'où γ = γ′ ⇒ S = S′ et γ = −γ′ ⇒ S = −S′ et il n'ya pas uniité de la déompotition.En onlusion : pour un élément de S+, la déomposition est unique. Pour un élément de L(Π)\S+, la déompo-sition n'est pas unique :

αI + βR + γS = αI + βR + (−γ)(−S)(b) Dans es onditions, expliiter la matrie assoiée à F dans une base orthonormale direte (
−→
i ,

−→
j )telle que S(

−→
i ) =

−→
i . Caluler le déterminant et le polyn�me aratéristique de F en fontion de α,

β et γ.Soit (
−→
i ,

−→
j ) une base orthonormale telle que S(

−→
i ) =

−→
i .La matrie de S dans ette base est ( 1 0

0 −1

), elle de R est ( 0 −1
1 0

).La matrie de F est don :
(

α + β −β
β α − γ

)On en déduit don que :
det(F ) = α2 − γ2 + β2 , tr(F ) = 2αLe polyn�me aratéristique de F est don :

X2 − 2αX + α2 − γ2 + β2() Caratériser les triplets (α, β, γ) tels que F soit symétrique. Préiser alors les valeurs propres et lessous-espaes propres de F .
F est symétrique si et seulement si la matrie de F dans n'importe quelle base orthonormale de Π est symétrique.On a don :

F symétrique ⇐⇒ β = 0 ⇐⇒ (α, β, γ) ∈ R × {0} × RLes valeurs propres de F sont alors α + γ et α − γ et les sous-espaes propres de F sont les sous-espaes propresde S dé�nis en III.2.(a).(En e�t, la matrie de F dans la base orthonormale direte (
−→
i ,

−→
j ) telle que S(

−→
i ) =

−→
i est diagonale).Partie IVDéomposition des transformations symétriques ayant un point �xeLes transformations onsidérées dans ette partie ont un point �xe donné O. Pour tout nombre réel λnon nul, l'homothétie de entre O et de rapport λ est notée hλ.1. Caratérisation des a�nités orthogonales(a) Prouver que toute a�nité orthogonale A est un endomorphisme symétrique.Soit A l'a�nité orthogonale d'axe ∆ et de rapport λ. Soit (

−→
i ,

−→
j ) une base orthogonale direte ave −→

i ∈ ∆. Lamatrie de A dans ette base est ( 1 0
0 λ

).Montrons que A est bien un endomorphisme symétrique.Soient −→u = x
−→
i + y

−→
j et −→v = x′

−→
i + y′

−→
j .

A(−→u ).−→v = (x
−→
i + λy

−→
j ).(x′−→i + y′−→j ) = xx′ + λyy′

−→u .A(−→v ) = (x
−→
i + y

−→
j ).(x′−→i + λy′−→j ) = xx′ + λyy′ = A(−→u ).−→v8



(b) Etant donné une ré�exion S, aratériser les ouples (α, γ) de nombres réels tels que B = αI + γSsoit une a�nité orthogonale.L'endomorphisme B = αI + γS est une a�nité orthogonale si et seulement si B est diagonalisable dans une baseorthonormale et a 1 pour valeur propre. Nous avons vu que αI +γS est diagonalisable dans une base orthonormale(question III.2.)) et que ses valeurs propres sont α + γ et α − γ.Ainsi :
B = αI + γS a�nité orthogonale⇐⇒

{

α2 − γ2 6= 0
(α + γ − 1)(α − γ − 1) = 0

⇐⇒
{

(α − 1)2 − γ2 = 0
α2 − γ2 6= 0Il faut alors supposer que l'autre valeur propre est non nulle ar 'est le rapport non nul de l'a�nité orthogonale.2. Déomposition en produit d'une a�nité orthogonale et d'une homothétie.Soient b une transformation a�ne �xant O et B l'automorphisme assoié. Prouver qu'il est équivalentde dire :(a) La transformation b est symétrique, autrement dit, B est symétrique.(b) La transformation b peut s'érire sous la forme b = hλa, où λ 6= 0 et où a est une a�nité orthogonaledont l'axe D passe par O.Montrer que, dans es onditions, λ est une valeur propre de B, et étudier l'uniité d'une telle déom-position, en distinguant deux as selon que b est une homothétie ou non.Soit b une transformation a�ne �xant O et s'érivant sous la forme b = hλa où λ 6= 0 et a est une a�nité orthogonaledont l'axe D passe par O. Alors b est symétrique ar :

∀−→u ,−→v ∈ Π, B(−→u ).−→v = λA(−→u ).−→v = λ−→u .A(−→v ) = −→u .B(−→v )ar a est symétrique d'après la question IV.1.a.Réiproquement, soit b une transformation a�ne �xant O telle que B l'automorphisme assoié soit symétrique. Onapplique les résultats de la question III.3 : il existe S une ré�exion, et α, γ ∈ R tels que
B = αI + γS(B est symétrique, don β = 0).De plus, B est un automorphisme de Π, don (a − γ)(a + γ) = det(B) 6= 0.Posons α′ =

α

α + γ
et γ′ =

γ

α + γ
. Alors :

(α′ − γ′)(α′ + γ′) =
1

(α + γ)2
(α2 − γ2) 6= 0 et α′ + γ′ = 1et B = (α + γ)(α′I + γ′S) = (α + γ)A, où A est une a�nité orthogonale d'après IV.1.Comme b �xe le point O, on onsidère l'a�nité orthogonale a laissant le point O �xe et ayant pour appliation linéaireassoiée A. On a :

b = hα+γaNous avons don montré l'équivalene des propositions (a) et (b). Le réel λ trouvé est bien une valeur propre de B.Etudions l'uniité d'une telle déomposition :Supposons que hλa = hλ′a′ où a et a′ sont des a�nités orthogonales dont les axes passent par O. Alors h1/λ′hλ = a′a−1.Supposons que h1/λ′hλ n'est pas la transformation identique, 'est-à-dire que λ 6= λ′, a 6= a′. Alors h1/λ′hλ n'a qu'unpoint �xe et les axes de a′ et de a−1 sont don séants (a−1 est aussi une a�nité orthogonale, son axe est elui de a,son rapport l'inverse de elui de a)Les deux axes se oupent don au point �xe de l'homothétie Ω.Soient D et D′ les axes de a et de a′. Soit M un point de D distint de D ∩ D′. On a :
a′a−1(M) = a′(M) = h1/λ′hλ(M)don Ω, M, a′(M) sont alignés. Cei doit être vrai pour tout point M de D don :

∀M ∈ D, a′(M) ∈ Dautrement dit, la droite D est globalement invariante par a′ : e n'est pas D′ ar D 6= D′, 'est don une droiteorthogonale à D′. 9



b
I

b M

b
a−1(M)

b
a′(a−1(M))

D

D′

Soit (
−→
i ,

−→
j ) une base orthonormée direte telle que D soit de diretion R

−→
i , D′ de diretion R

−→
j .Soit µ le rapport de a, µ′ le rapport de a′. La matrie A′A−1 dans la base (

−→
i ,

−→
j ) est ( µ′ 0

0 µ−1

). C'est elle d'unehomothétie de rapport λ′−1λ si et seulement si λ′−1λ = µ′ = µ−1.En onlusion : on a hλa = hλ′a′ si et seulement si (λ = λ′ et a = a′) ou (a et a′ ont des axes orthogonaux et desrapports inverses l'un de l'autre).Don si b est une homothétie, b s'érit de manière unique b = hλ.3. Déomposition en produit de deux a�nités orthogonalesProuver qu'il ext équivalent de dire :(a) La transformation b est symétrique.(b) La transformation b peut s'érire sous la forme f = a2a1, où a1 et a2 sont des a�nités orthogonalesdont les axes D1 et D2 sont orthogonaux et passent par O.Préiser alors les droites D1 et D2 ainsi que les rapports λ1 et λ2 de es a�nités.Soit b une transformation telle que b = a2a1 où a1 et a2 sont des a�nités orthogonales dont les axes sont orthogonauxet passent par O.Pour montrer que b est symétrique, il su�t de montrer que ∀−→u ,−→v ∈ Π, B(−→u ).−→v = −→u .B(−→v ).Or, B(−→u ).−→v = A2A1(
−→u ).−→v = A2(A1(

−→u )).−→v = A1(
−→u ).A2(−→v ) = −→u .A1(A2(

−→v )).Don B(−→u ).−→v = −→u .B(−→v ).Réiproquement, soit b une transformation a�ne ayant O pour point �xe. b est supposée symétrique, don par laquestion préédente, il existe λ ∈ R
∗, il existe a a�nité orthogonale d'axe D ave O ∈ D tels que b = hλa.Or, nous avons vu à la question préédente que si D′ est la perpendiulaire à D ontenant O, on a hλ = a′

1a
′
2 où a′

1a�nité orthogonale de rapport λ, d'axe D′ et a′
2 a�nité orthogonale de rapport λ−1 d'axe D. D'où
b = a′

1a
′

2a = a′

1(a
′

2a)et a′
2a est l'a�nité orthogonale de rapport λ−1µ d'axe D, µ étant le rapport de l'a�nité orthogonale a.Remarquons alors que D et D′ sont globalement invariantes par b et que leurs diretions orrespondent don auxsous-espaes propres de B déterminés à la question III.2.. De plus, les rapports de a1 et de a2 sont les valeurs propresde B. Partie VDéomposition des transformations ayant un point �xeDans les inq premières questions de ette partie, on étudie une tranformation a�ne f ayant un point�xe O en exploitant l'ériture anonique de F .1. Déomposition en produit d'une ré�exion et d'une transformation symétrique.(a) Déterminer toutes les ré�exions S1 telles que FS1 soit symétrique. A et e�et, on pourra utiliserl'ériture anonique de F et on distinguera deux as selon que F est une similitude direte ou non.Soit F un endomorphisme de Π. Par la question III.2.a, il existe α, β, γ ∈ R et S une ré�exion tels que

F = αI + βR + γS10



Soit S1 une ré�exion :
FS1 = αS1 + γSS1 + βRS1Remarquons que :

(γSS1)R = γS(S1R) = γS(−RS1) = −γ(SR)S1 = −γ(−RS)S1ar S et S1 sont des automorphismes assoiés à des similitudes indiretes d'où (γSS1)R = R(γSS1)Cependant, on a :
(αS1 + βRS1)R = αS1R + βRS1R = −αRS1 − βR2S1 = −R(αS1 + βRS1)ainsi, dans la déomposition sur S− ⊕ S+, on a :

αS1 + βRS1 ∈ S−, γSS1 ∈ S+

FS1 est symétrique si et seulement si γSS1 est proportionnel à l'identité d'après III.2.), don si et seulement silorsque γ 6= 0, SS1 = εId, ε ∈ {±1}, ar SS1 est une rotation vetorielle omme produit de deux ré�exions, don
S1 = εS.En onlusion : si F est une similitude direte (ie γ = 0 dans la déomposition de IV.2) quelle que soit la ré�exion
S1, FS1 est symétrique.Si F = αI + βR + γS ave γ 6= 0, alors FS et F (−S) sont les seules ré�exions S1 telles que FS1 soit symétrique.(b) En déduire que f peut s'érire sous la forme f = bs, où b est symétrique et �xe O, et où s est uneré�exion dont l'axe passe par O. Etudier l'uniité d'une telle déomposition.Nous avons toujours trouvé une ré�exion S1 telle que FS1 soit symétrique. Soit s la ré�exion �xant O et d'auto-morphisme assoié S1. Alors fs est une transformation a�ne symétrique b et f = bs, s ré�exion dont l'axe passepar O.Etudions l'uniité d'une telle déomposition.Si f est une similitude direte, toute ré�exion dont l'axe passe par O onduit à une telle déomposition.Si f n'est pas une similitude direte, on a f = bs = (−b)(−s) ar pour S1 on a deux hoix possibles.2. Déomposition en produit d'une similitude indirete et d'une a�nité orthogonale.Etablir que f peut s'érire sous la forme f = ag, où a est une a�nité orthogonale dont l'axe passe par

O, et où g est une similitude indirete de entre O. Etudier l'uniité d'une telle déomposition lorsque
f n'est pas une similitude. Examiner aussi les as où f est une similitude indirete, ou direte.Nous avons montré que si b est une transformation a�ne symétrique �xant O, il existe λ 6= 0 et a une a�nité orthogonaledont l'axe passe par O tels que b = hλa, d'où f = hλas = ahλs = ag où g = hλs est une similitude indirete de entre
O.Etudions l'uniité d'une telle déomposition1er as : f n'est pas une similitude : f = ag = a′g′ ave g = hλs, g′ = hλ′s′, s et s′ deux ré�exions dont les axespassent par O, a et a′ distintes de l'identité.Ainsi, hλas = hλ′a′s′ don s′ = ±s par l'uniité de V.1.b (hλa n'est pas une similitude direte).Don hλa = hελ′a′ et par IV.2, on a doit λ = ελ′ et a = a′, soit a et a′ ont des axes orthogonaux et des rapportsinverses l'un de l'autre.2ème as : f est une similitude.Si f est une similitude direte, il n'y a pas d'uniité mais in�nité de solutions qui proviennent de l'étude de V.1.b.Si f est une similitue indirete, f = ag = a′g′ implique que a = fg−1 est une similitude direte don l'identité d'où
f = g et il y a uniité de la déomposition.3. Interprétation géométrique de ette dernière déompositionDans ette question, on suppose que f n'est pas une similitude, et on �xe une base orthonormale direte
(−→e1 ,

−→e2). 11



(a) Prouver que la reherhe d'un ouple (a, g) tel que f = ag équivaut à elle d'une a�nité orthogonale
A = α′I + γ′S′, et d'une base arrée direte (

−→
i ,

−→
j ) telles que A(

−→
i ) = −→u et A(

−→
j ) = −−→v , où −→u = F (−→e1)et −→v = F (−→e2).Comme f, a, g �xent le point O, il su�t d'étudier les automorphismes assoiés F, A, G. A est une a�nité ortho-gonale don :

∃α′, γ′ ∈ R, ∃S′ ré�exion / A = α′I + γ′S′

G est une similitude indirete don (G(−→e1), G(−→e2)) est une base arrée indirete.Posons −→u = F (−→e1) et −→v = F (−→e2). Alors :
A(G(−→e1)) = −→u , A(G(−→e2)) = −→vdon si on onsidère la base arrée direte (G(−→e1),−G(−→e2)) = (

−→
i ,

−→
j ), on a A(

−→
i ) = −→u et A(

−→
j ) = −−→v .(b) En appliquant à A les résultats de III.1., montrer que −→

i est olinéaire à −→u + R(−→v ) et que S′(
−→
i ) estolinéaire à −→u − R(−→v ).Nous avons trouvé dans la Partie III la déomposition d'un élément de L(π) sur S− ⊕ S+. Ii :

α′I =
1

2
(A + RAR−1), γ′S′ =

1

2
(A − RAR−1)d'où α′

−→
i =

1

2

(

A(
−→
i ) + RAR−1(

−→
i )
).Or, R−1(

−→
i ) = −−→

j , A(
−→
j ) = −−→v et α′

−→
i =

1

2
(R(−→v ) + −→u ) et −→i est olinéaire à −→u + R(−→v ).

γ′S′(
−→
i ) =

1

2
(A(

−→
i ) − RAR−1(

−→
i )) =

1

2
(−→u − RA(−−→

j )) =
1

2
(−→u − R(−→v ))et S′(

−→
i ) est olinéaire à −→u − R(−→v ).() Lorsque −→u et −→v sont les veteurs indiqués dans la question I.4., déterminer tous les triplets (A,

−→
i ,

−→
j )satisfaisant aux onditions préédentes. Pour haun d'eux, reprendre la �gure du I.4., expliiter

(
−→
i ,

−→
j ) ainsi que l'axe de A, et donner le rapport de A.D'après la question préédente, ∃δ ∈ R

∗ tel que −→
i = δ(−→u + R(−→v )).(En e�et, si −→i 6= −→

0 , on a alors δ 6= 0)En utilisant le fait que (O,−→u + R(−→v ),−→v − R(−→u )) est un repère arré indiret, on a −→
j = δ(R(−→u ) −−→v ).On reprend l'exemple du I.4, le plan étant rapporté au repère orthonormal (O,−→e1 ,

−→e2) et −→u = 3−→e1 + 2−→e2, −→v =
6−→e1 −−→e2 .

∃δ ∈ R
∗ /

−→
i = δ(4−→e1 + 8−→e2),

−→
j = δ(−8−→e1 + 4−→e2)

A(
−→
i ) = 3−→e1 + 2−→e2, A(

−→
j ) = −6−→e1 + −→e2 .On peut déterminer la matrie de A dans la base (−→e1 ,

−→e2).En e�et, 2
−→
i +

−→
j = 20δ−→e2, −→i − 2

−→
j = 20δ−→e1.Don

A(20δ−→e1) = A(
−→
i ) − 2A(

−→
j ) = 15−→e1, A(20δ−→e2) = 2A(

−→
i ) + A(

−→
j ) = 5−→e2et A a pour matrie 



3

4δ
0

0
1

4δ






dans la base (−→e1 ,

−→e2).C'est la matrie d'une a�nité si et seulement si l'une de ses valeurs propres est 1 et l'autre est non nulle.On a don deux as possibles :1er as : δ =
3

4
, A(−→e1) = −→e1 , A(−→e2) =

1

3
−→e2 .

A a pour axe la droite ∆1(O,−→e1), pour rapport 1

3
et le ouple (

−→
i1 ,

−→
j1 ) orrespondant est : (3−→e1 +6−→e2,−6−→e1 +3−→e2)2eme as : δ =

1

4
, A(−→e1) = 3−→e1 , A(−→e2) = −→e2 .

A a pour axe la droite ∆2(O,−→e2), pour rapport 3 et le ouple (
−→
i2 ,

−→
j2 ) orrespondant est : (−→e1 + 2−→e2 ,−2−→e1 + −→e2)12



−→e1

−→e2

−→u

−→v

−→
i1

−→
j1

−→
i2

−→
j2

∆1

∆2

4. Déomposition en produit d'a�nités orthogonales.Montrer que f peut s'érire sous la forme f = a2a1s, où a1 et a2 sont des a�nités orthogonales d'axesorthogonaux passant par O, et s est une ré�exion d'axe passant par O.On utilise la déomposition de V.1.b : f = bs ave b symétrique et �xant O, s ré�exion dont l'axe passe par O.Egalement, on a la déomposition de IV.3 pour une transformation b symétrique �xant O : b = a2a1, où a1 et a2 sontdes a�nités orthogonales dont les axes D1 et D2 sont orthogonaux et passent par O.Pour f transformation a�ne �xant O, on a f = a2a1s où a1 et a2 sont des a�nités orthogonales d'axes orthogonauxpassant par O et s une ré�exion d'axe passant par O.5. Existene d'une déomposition en produit de deux a�nités orthogonales.L'objetif est de aratériser les automorphismes F qui peuvent s'érire omme produit de deux a�nitésorthogonales. A et e�et, on érit F sous la forme anonique F = αI+βR+γS. Le as des endomorphismessymétriques étant déjà traité, on suppose que β 6= 0.(a) En érivant les a�nités sous forme anonique, étudier le as où F est une similitude direte, 'est-à-dire où γ = 0. Désormais, on éartera e as.On remarque qu'une a�nité orthogonale vetorielle d'axe ∆ peut s'érire si S désigne la ré�exion d'axe ∆ :
(1 − λ)I + λS, et son rapport est 1 − 2λ, ave λ 6= 1

2
.Soit F une similitude direte : F = αI + βR.

((1 − λ)I + λS) ((1 − λ′)I + λ′S′) = F ⇐⇒ (1 − λ)(1 − λ′)I + λλ′SS′ + λ′(1 − λ)S′ + λ(1 − λ′)S = FOn remarque que (1 − λ)(1 − λ′)I + λλ′SS′ est égale à la omposante de F dans S+ ar :
(λλ′SS′)R = λλ′S(S′R) = λλ′S(−RS′) = λλ′(−SR)S′ = λλ′(RS)S′ = R(λλ′SS′)d'où néessairement :

λ′(1 − λ)S′ + λ(1 − λ′)S = 0, λ′(1 − λ)S′ = −λ(1 − λ′)SLes as où S = ±S′ ne sont pas intéressants ar ils onduisent à F homothétie (S = −S′, λ = λ′ donne (1− 2λ)Idon toutes les homothéties).Etudions les as où λ′(1 − λ) = λ(1 − λ′) = 0.Si λ′ = 0, on a λ = 0 et F = ISi λ′ = 1, on a λ = 1 et F = SS′ don toute rotation vetorielle.En onlusion, toute rotation vetorielle et toute homothétie s'érit omme produit de deux a�nités orthogonalesvetorielles. 13



(b) Soit Rθ une rotation. Prouver que l'existene d'une déomposition de F équivaut à elle d'unedéompositition de RθFR−1
θ .Si F = A1A2, on a RθFR−1

θ = (RθA1R
−1
θ )(RθA2R

−1
θ ) et RθAR−1

θ est une a�nité orthogonale (les valeurspropres de A et de RθAR−1
θ sont les mêmes, les sous-espaes propres sont images l'un de l'autre par Rθ quionserve l'orthogonalité).De la même façon, si RθFR−1
θ = A1A2, on a F = (R−1

θ A1Rθ)(R
−1
θ A2Rθ).() Caluler RθFR−1

θ . En déduire que F ′ = α′I +β′R+γ′S′ est onjugué de F par rotation si et seulementsi α′ = α, β′ = β, et γ′ = ±γ, 'est-à-dire si α′ = α, β′ = β et det(F ′) = det(F ). On posera désormais
δ = det(F ).Soit F = αI + βR + γS, ave β 6= 0 et γ 6= 0.Alors, puisque RRθ = RθR, on a

RθFR−1
θ = αI + βR + γRθSR−1 = αI + βR + γS1 ave S1 = RθSR−1

θdon F ′ est onjugué de F par rotation si et seulement si αI + βR = α′I + β′R et γS1 = γ′S′.
F ′ onjugué de F =⇒ α = α′, β = β′, γ = ±γ′.Réiproquement, si α = α′, β = β′, γ = ±γ′, on a :

∀Rθ, Rθ(αI + βR)R−1
θ = α′I + β′RSi γ′ = γ, ∃Rθ tel que S′ = RθSR−1

θ où Rθ est une rotation qui envoie l'axe de S sur l'axe de S′.Si γ′ = −γ, ∃Rθ tel que −S′ = RθSR−1
θ où Rθ est une rotation qui envoie l'orthogonal de l'axe de S sur l'axe de

S′.
α′ = α, β′ = β, γ′ = ±γ ⇐⇒

{

α2 + β2 − γ2 = α′2 + β′2 − γ′2 = det(F ) = det(F ′)
α = α′, β = β′(d) Vu es résultats, on est ramené au problème suivant : existe-t-il des a�nités orthogonales A1 et A2telles que l'automorphisme F ′ = A2A1 satisfasse aux onditions énonées au c ? Soient alors λ1 et λ2les rapports de A1 et A2, D1 et D2 leurs axes et ϕ une mesure de l'angle (D1, D2). En érivant A1 et

A2 sous forme anonique, montrer que tout revient à déterminer un triplet (λ1, λ2, ϕ) de nombresréels tels que






λ1λ2 = δ
(1 − λ1)(1 − λ2) sin2 ϕ = δ − 2α + 1
(1 − λ1)(1 − λ2) sin ϕ cosϕ = 2βSoit A l'a�nité orthogonale d'axe ∆ et de rapport λ. Alors A =

1 + λ

2
I +

1 − λ

2
S si S est la ré�exion vetorielled'axe ∆.En e�et, soit (

−→
i ,

−→
j ) une base orthonormale direté telle que ∆ = R

−→
i .

A(
−→
i ) =

1 + λ

2

−→
i +

1 − λ

2

−→
i =

−→
i , A(

−→
j ) =

1 + λ

2

−→
j − 1 − λ

2

−→
j = λ

−→
jSoit S1 la ré�exion d'axe D1, S2 la ré�exion d'axe D2 :

F ′ = A2A1 =

(

1 + λ2

2
I +

1 − λ2

2
S2

)(

1 + λ1

2
I +

1 − λ1

2
S1

)

=
(1 + λ1)(1 + λ2)

4
I +

(1 − λ2)(1 − λ1)

4
S2S1 +

(1 + λ)(1 − λ1)

2
S1 +

(1 − λ2)(1 + λ1)

2
S2Comme ϕ = (D1, D2), alors S2S1 = cos 2ϕI + sin 2ϕR.

A1A2 =
(1 + λ1)(1 − λ2) + cos 2ϕ(1 − λ2)(1 − λ1)

4
I +

(1 − λ2)(1 − λ1) sin 2ϕ

4
R

+
(1 + λ2)(1 − λ1)

2
S1 +

(1 − λ2)(1 + λ1)

2
S214



Ainsi,
A1A2 = F ′ ⇐⇒







det(F ′) = det(A1) det(A2)
(1 + λ1)(1 + λ2) + cos 2ϕ(1 − λ2)(1 − λ1) = 4α
(1 − λ2)(1 − λ1) sin 2ϕ = 4β

⇐⇒ (1 + λ1)(1 + λ2) + cos 2ϕ(1 − λ2)(1 − λ1) = 4α
⇐⇒ 1 + (λ1 + λ2) + λ1λ2 + (1 − sin2 ϕ)(1 − λ1 − λ2 + λ1λ2) = 4α
⇐⇒ (1 − λ1)(1 − λ2) sin2 ϕ − δ − 2α + 1d'où le résultat.(e) On pose τ = δ − 2α + 1. Montrer que τ = 0 si et seulement si 1 est valeur propre de F , et que, danse as, la déomposition est impossible.Supposons que τ = 0. Alors (1 − λ1)(1 − λ2) sin2 ϕ = 0, don λ1 = 1 ou λ2 = 1 ou sin2 ϕ = 0Si λ1 = 1, on a A1 = I, F = A2 et 1 est valeur propre de F .Si λ2 = 1, on a A2 = I, F = A1 et 1 est valeur propre de F .Si sin2 ϕ = 0, on a ϕ = 0 ou π, d'où D1 = D2 : 1 est valeur propre de F ar dans e as A2A1 est une a�nitéorthogonale.Réiproquement si 1 est valeur propre de F , l'autre valeur propre de F est δ ar le déterminant de F est égal auproduit des valeurs propres. Cherhons la trae de F : 'est 1 + δ et 'est aussi 2α ar tr(R) = 0, tr(S) = 0. Don

1 + δ = 2α, don τ = 0.Lorsque τ = 0, le produit A2A1 est une a�nité orthogonale, as d'un endomorphisme symétrique (β = 0) déjàtraité(f) On éarte désormais e as, et on prend ϕ tel que tan ϕ =
τ

2β
. Caluler λ1 + λ2 en fontion de β, δet τ et en déduire la ondition d'existene d'un ouple (λ1, λ2) de nombres réels satisfaisant auxonditions du d.Posons tanϕ =

τ

2β
. Cei détermine ϕ. On obtient alors :

λ1λ2 = δ, et 1 − (λ1 + λ2) + λ1λ2 =






1 +

1
(

τ
2β

)2






(δ − 2α + 1)d'où

λ1 + λ2 = 1 + δ −
(

4β2

τ2
+ 1

)

(δ − 2α + 1) = 2α − 4β2

τ

λ1 et λ2 sont don raines de l'équation du seond degré X2 −
(

2α − 4β2

τ

)

X + δ = 0On a ∆ =

(

2 − 4β2

τ

)2

− 4δ = 4

(

(

α − 2β2

τ

)2

− δ

).La ondition d'existene d'un ouple de réels satisfaisant aux onditions du d est don (α − 2β2

τ

)2

− δ ≥ 0.Dans e as, λ1 et λ2 existent et don A1 et A2.6. Etudier en�n les déompositions d'une transformation a�ne quelonque f . On établira d'abord que fadmet un point �xe et un seul si et seulement si 1 n'est pas valeur propre de F , 'est-à-dire si τ 6= 0.Soit f une transformation a�ne quelonque. Etudions l'uniité d'un point �xe pour f .Si f admet un point �xe et un seul M0 : f(M0) = M0. L'ensemble des points �xes de f est :
{M / f(M) = M} = {M / f(M) − F (M0) = M − M0} = {M / F (

−−−→
M0M) =

−−−→
M0M} = M0 + Ker(F − I)Si et ensemble se réduit à M0, Ker(F − I) = {0}, 'est-à-dire 1 n'est pas valeur propre de F .Réiproquement si 1 n'est pas valeur propre de F . Alors l'ensemble des points �xes de f sera l'ensemble vide ou réduità un point. Montrons qu'il existe un point �xe M0. Soit M un point de P : M0 point �xe de f si et seulement si

f(M0) = M0 ⇐⇒
−−−−−−→
Mf(M0) =

−−−→
MM0 ⇐⇒

−−−−−→
Mf(M) + F (

−−−→
MM0 =

−−−→
MM0 ⇐⇒ (F − I)(

−−−→
MM0 =

−−−−−→
f(M)M15



or, si F n'a pas 1 pour valeur propre, F − I est inversible, on peut don déterminer −−−→MM0 :
−−−→
MM0 = (F − I)−1(

−−−−−→
f(M)M)et f admet un point �xe.On a �nalement démontré le résultat :

f admet un point �xe et un seul si et seulement si 1 n'est pas valeur propre de FL'étude de la déomposition d'une transformation a�ne f peut don se faire en plusieurs temps :� On étudie une transformation a�ne admettant au moins un point �xe : par V − 4, une telle transformation a�nese déompose en produit de trois a�nités orthogonales. Dans le as où 1 n'est pas valeur propre de F et lorsque
(

α − 2β2

τ

)2

− δ ≥ 0, une telle transformation a�ne se déompose en produit de deux a�nités orthogonales.� On étudie une transformation a�ne f n'admettant pas de point �xe : on peut à l'aide d'une a�nité orthogonale seramener à une transformation a�ne admettant un point �xe : ∃a, a�nité orthogonale telle que a ◦ f = g, g admetteun point �xe. On applique alors les résultats pour les transformations a�nes admettant un point �xe.
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