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Problème 1 (Partiel Avr.2006)Soient E un plan a�ne de diretion−→

E , muni d'un produit salaire < .|. > et h, h′ deux homothétiesde E de rapports respetifs ρ 6= 1 et ρ′ 6= 1 et de entres I, I ′ ave I 6= I ′.1. (a) Montrer que ∀M ∈ E\{I}, I appartient à la droite (Mh(M)).(b) On suppose ρρ′ 6= 1. Montrer que le entre I ′′ de l'homothétie h ◦ h′ appartient à ladroite (II ′).(On ne demande pas d'expliiter I ′′)2. (a) Soient C = {M ∈ E / <
−−→
ΩM |

−−→
ΩM >= R2} le erle de entre Ω et de rayon R et

h une homothétie de E (de entre I et de rapport ρ). Montrer que h(C) est un erledont on déterminera le erle et le rayon.(b) Soient C et C′ deux erles de E de entres Ω et Ω′ et de rayons R et R′ ave R 6= R′.Montrer qu'il y a exatement deux homothéties h± (h+ de rapport positif et h− derapport négatif) telles que h±(C) = C′.() En onsidérant les images h±(D) de la droite D de la �gure 1 de l'Annexe, donner uneonstrution géométrique simple des entres I± des homothéties h±3. On onsidère à présent trois erles C1, C2, C3 de E de entres et de rayons respetifs Ω1,
Ω2, Ω3 ; R1, R2, R3 (entres et rayons deux à deux distints). Soient h±

i , 1 ≤ i ≤ 3, leshomothéties telles que
h±

3 (C1) = C2, h±

1 (C2) = C3, h±

2 (C3) = C1On notera I±

i les entres de h±

i , 1 ≤ i ≤ 3(a) Représenter les six entres d'homothéties I±

i sur la �gure 2 de l'Annexe.(b) Déterminer h+
2 ◦ h−

1 ◦ h−

3 .() En déduire que les points I−

1 , I+
2 , I−

3 sont alignés.(d) En proédant par analogie, montrer que les points I+
1 , I+

2 , I+
3 sont alignés.
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Problème 2 (Partiel Nov.2006)On onsidère l'espae a�ne R
3. Un triplet (D1, D2, D3) de droites a�nes de R

3 de veteurs dire-teurs respetifs −→u1,
−→u2,

−→u3 esr appelé un triplexe si :(i) D1 ∩ D2 = D1 ∩ D3 = D2 ∩ D3 = ∅(ii) (−→u1,
−→u2,

−→u3) est une base de l'espae vetoriel R
3.Partie IDans ette partie, on se propose d'étudier l'opération du groupe a�ne GA(R3) sur l'ensemble destriplexes de R

3.Par onvention, si A désigne un sous-espae a�ne de R
3, on notera −→

A sa diretion.1. Montrer que l'image (

f(D1), f(D2), f(D3)
) de tout triplexe (D1, D2, D3) par une bijetiona�ne f ∈ GA(R3) est enore un triplexe.2. Rappeler une ondition néessaire et su�sante pour que deux sous-espaes a�nes A et A′de R

3 soient d'intersetion non vide.3. Pour un triplexe (D1, D2, D3), on désigne par Pi,j (i < j) le plan a�ne ontenant Di et dediretion −→
Pi,j =

−→
Di +

−→
Dj.(a) Montrer que D1 oupe P2,3 en un point a1, que D2 oupe P1,3 en un point a2 et que D3oupe P1,2 en un point a3.(b) Montrer qu'il existe trois veteurs −→vi ∈

−→
Di, 1 ≤ i ≤ 3, tels que

−−→a1a2 = −→v3 , −−→a1a3 = −→v1 + −→v2(On pourra observer qu'on a aussi a2 ∈ P2,3, a1 ∈ P1,3, et a1 ∈ P1,2)Montrer ensuite que −→vi 6=
−→
0 , 1 ≤ i ≤ 3.Pour la suite, on noteraR(D1,D2,D3) la base a�ne (a1, a1+

−→v1 , a1+
−→v2 , a1+

−→v3) ainsi onstruite.4. Soient (D′

1, D
′

2, D
′

3) un seond triplexe, P ′

i,j, (i < j), (resp. a′) les plans (resp. les pointsd'intersetion) dé�nis omme à la question 3.On suppose que f est une bijetion a�ne telle que f(Di) = D′

i, pour i = 1..3.(a) Montrer que f(Pi,j) = P ′

i,j(b) Montrer que f(ai) = a′

i pour i = 1..3.() Montrer que f
(

R(D1,D2,D3)

)

= R(D′

1
,D′

2
,D′

3
).(On pourra aluler −→

f (−−→a1a2) et −→f (−−−→a1, a3))(d) En déduire qu'il existe au plus une bijetion a�ne f telle que f(Di) = D′

i, i = 1..3.5. Montrer à l'aide des questions préédentes que l'opération du groupe a�ne sur l'ensemble
T des triplexes, dé�nie par :

ϕ :
GA(R3) × T −→ T

(f, (D1, D2, D3)) 7−→ (f(D1), f(D2), f(D3))est une opération simple et transitive.6. Peut-on aussi onlure qu'il en est de même si on se plae dans un espae a�ne réel quel-onque de dimension 3 ? Justi�er votre réponse.2



Partie IISoit (−→e1 ,−→e2 ,
−→e3 ) la base anonique de R

3. On onsidère le ube C dé�ni par
C = {(x1, x2, x3) / ∀i = 1..3, 0 ≤ xi ≤ 1}Pour la suite du problème, on �xe un triplexe de référene (Di)i=1..3 en hoisissant trois arêtes duube C omme suit :� D1 est la droite a�ne passant par (0, 0, 1) et dirigée par −→e1 .� D2 est la droite a�ne passant par (1, 0, 0) et dirigée par −→e2 .� D3 est la droite a�ne passant par (0, 1, 0) et dirigée par −→e3 .On se propose dans ette partie d'étudier l'ensemble des bijetions a�nes qui stabilisent laréunion T = D1 ∪ D2 ∪ D3 des droites du triplexe de référene (D1, D2, D3).1. Faire une �gure2. (a) Montrer que l'ensemble GT des bijetions a�nes f ∈ GA(R3) telles que f(T ) = T estun sous-groupe du groupe a�ne GA(R3).(b) Montrer que si f ∈ GT , alors ∀i = 1..3, il existe j ∈ {1, 2, 3} tel que f(Di) = Dj.() En déduire, à l'aide de la partie I, que le groupe GT est isomorphe au groupe despermutations de l'ensemble {D1, D2, D3}.3. (a) Soit f ∈ GT l'appliation telle que f(D1) = D2, f(D2) = D1 et f(D3) = D3.Expliiter f à l'aide de la partie I, puis montrer que f stabilise l'ensemble des sommetsdu ube C.On admettra pour la suite que l'appliation h ∈ GT telle que h(D1) = D1, h(D2) = D3et h(D3) = D2 stabilise aussi les sommets du ube.(b) Déduire de e qui préède que toute bijetion g ∈ GT stabilise l'ensemble des sommetsdu ube C et qu'il existe un point �xe a∗ ∈ R

3 ommun à tous les éléments de GT quel'on déterminera.4. Soit à présent (D1, D2, D3) un triplexe arbitraire de R
3. En guise de onlusion, que peut-ondire du sous-groupe des bijetions a�nes f telles que f(D1 ∪ D2 ∪ D3) = D1 ∪ D2 ∪ D3 ?
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Annexe
Figure 1
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