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Problème 1 (Partiel Avr.2006)Soient E un plan a�ne de dire
tion −→

E , muni d'un produit s
alaire < .|. > et h, h′ deuxhomothéties de E de rapports respe
tifs ρ 6= 1 et ρ′ 6= 1 et de 
entres I, I ′ ave
 I 6= I ′.1. (a) Montrons que ∀M ∈ E\{I}, I appartient à la droite (Mh(M)).SoitM un point de E distin
t de I. Puisque h est l'homothétie de 
entre I et de rapport
ρ, on a la relation suivante :

−−−−→
Ih(M) = ρ

−−→
IMAutrement dit, h(M) = I + ρ

−−→
IM , et don
 I,M et h(M) sont bien alignés.(b) On suppose ρρ′ 6= 1. Montrons que le 
entre I ′′ de l'homothétie h ◦ h′ appar-tient à la droite (II ′).Posons g = h ◦ h′. On a don
 −→g =

−→
h ◦

−→
h′ = ρρ′Id−→

E
. Comme ρρ′ 6= 1, g est bien unehomothétie, qui possède don
 un unique 
entre I ′′, 
ara
térisé 
omme le point �xe de

g.Soit A un point quel
onque de E.
g(A) = A⇐⇒ h ◦ h′(A) = A ⇐⇒ ∃A1 ∈ E /

{

A1 = h′(A)
A = h(A1)

⇐⇒ ∃A1 ∈ E /

{ −−→
I ′A1 = ρ′

−→
I ′A

−→
IA = ρ

−−→
IA1

⇐⇒
−→
IA = ρ

(−→
II ′ + ρ′

−→
I ′A

)

⇐⇒
−→
IA = ρ(1 − ρ′)

−→
II ′ + ρρ′

−→
IA

⇐⇒ (1 − ρρ′)
−→
IA = ρ(1 − ρ′)

−→
II ′En parti
ulier, 
omme ρρ′ 6= 1, le point I ′′ dé�ni par :

II ′′ =
ρ(1 − ρ′)

1 − ρρ′
−→
II ′est un point �xe de g, qui est don
 le seul (par uni
ité du point �xe d'une homothétie)et de plus, I ′′ est bien sur la droite (II ′).2. (a) Soient C = {M ∈ E / <

−−→
ΩM |

−−→
ΩM >= R2} le 
er
le de 
entre Ω et de rayon Ret h une homothétie de E (de 
entre I et de rapport ρ). Montrons que h(C)est un 
er
le dont on déterminera le 
er
le et le rayon.1



Soit M un point quel
onque appartenant au 
er
le C. Alors :
<

−−−−−−−→
h(Ω)h(M)

∣

∣

−−−−−−−→
h(Ω)h(M) >=<

−→
h (

−−→
ΩM)|

−→
h (

−−→
ΩM) =< ρ

−−→
ΩM |ρ

−−→
ΩM >= ρ2R2(par bilinéarité du produit s
alaire, et par le 
ara
tère a�ne de l'homothétie h).Ainsi, le point h(M) appartient au 
er
le C′ de 
entre h(Ω) et de rayon √

ρ2R2 = |ρ|R.On a don
 montré que h(C) ⊂ C′.Ré
iproquement, soit X un point de C′. En appliquant le même raisonnement, onobtient que h−1(X) ∈ C. Don
 �nalement, h(C) = C′.(b) Soient C et C′ deux 
er
les de E de 
entres Ω et Ω′ et de rayons R et R′ ave

R 6= R′. Montrer qu'il y a exa
tement deux homothéties h± (h+ de rapportpositif et h− de rapport négatif) telles que h±(C) = C′.D'après la question pré
édente, h tranforme le 
er
le C en C′ si et seulement si h(Ω) = Ω′et |ρ|R = R′.En parti
ulier, le rapport ρ doit don
 véri�er |ρ| =

R′

R
. Il y a don
 exa
tement deuxhomothéties qui transforment C en C′ : h+ de rapport R′

R
et h− de rapport −R′

R
.(
) En 
onsidérant les images h±(D) de la droite D, donner une 
onstru
tiongéométrique simple des 
entres I± des homothéties h±On sait déjà que h±(Ω) = Ω′ don
 les 
entres des homothéties sont alignés ave
 les
entres des deux 
er
les.Si A désigne une interse
tion entre la droite D et le 
er
le C, on sait alors que h(A)sera une interse
tion de h±(D) et C′ : on a deux possibilités B ou C. Alors le 
entre del'homothétie appartiendra soit à la droite (AB), soit à (AC).On trouve alors les deux points interse
tions de (ΩΩ′) ave
 (AB) et (AC) qui sont les
entres des homothéties h+ et h−.

×
×Ω Ω′

D

h±(D)
C

C′

×
×

×

×

×

A

B

C
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3. On 
onsidère à présent trois 
er
les C1, C2, C3 de E de 
entres et de rayonsrespe
tifs Ω1, Ω2, Ω3 ; R1, R2, R3 (
entres et rayons deux à deux distin
ts). Soient
h±i , 1 ≤ i ≤ 3, les homothéties telles que

h±3 (C1) = C2, h±1 (C2) = C3, h±2 (C3) = C1On notera I±i les 
entres de h±i , 1 ≤ i ≤ 3(a) Représentons les six 
entres d'homothéties I±i .
×

×

×
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I+
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Pour déterminer les points I±i , on tra
e des droites parallèles passant par les 
entresrespe
tifs des 
er
les, puis on applique la méthode de la question pré
édente. Ainsi,partant de l'interse
tion d'une droite et d'un 
er
le, on fait 
orrespondre les deuxpossibilités pour son image sur l'autre 
er
le. Ensuite, le 
entre 
her
hé est aligné entrele point de départ et son image, et également ave
 les 
entres des deux 
er
les.Nous allons montrer dans la �n du problème que les points I±i admettent des propriétésd'alignement (en pointillés i
i). 3



(b) Déterminons f = h+
2 ◦ h−1 ◦ h−3 .On étudie i
i la 
omposée de trois homothéties. Comme l'ensemble des homothéties-translations forme un groupe (
'est un sous-groupe du groupe a�ne), on sait que f vaêtre soit une translation, soit une homothétie.La partie linéaire de f est donnée par :

−→
f =

−−−−−−−−→
h+

2 ◦ h−1 ◦ h−3 =
−→
h+

2 ◦
−→
h−1 ◦

−→
h−3 =

(

R1

R3

Id−→
E

)

◦

(

−
R3

R2

Id−→
E

)

◦

(

−
R2

R1

Id−→
E

)

= Id−→
ELa partie linéaire étant Id−→

E
, f est don
 soit une translation, soit IdE. Cher
hons s'ilexiste un point �xe pour f .On remarque que f(C1) = h+
2 ◦ h−1 ◦ h−3 (C1) = h+

2 ◦ h−1
1 (C2) = h+

2 (C3) = C1.Don
 le 
er
le C∞ est laissé globalement �xe par f : en parti
ulier, son 
entre Ω1 estun point �xe de f .Comme f admet au moins un point �xe, on a :
h+

2 ◦ h−1 ◦ h−3 = IdE(
) En déduire que les points I−1 , I+
2 , I−3 sont alignés.L'égalité pré
édente peut s'é
rire :

(h+
2 )−1 = h−1 ◦ h−3En parti
ulier, les deux membres de 
ette égalité sont des homothéties. Le membre degau
he a pour point �xe I+

2 et d'après la question 1.(b), 
e point �xe sera sur la droite
(I−1

1 I−3 ).Ainsi, les points I−1 , I+
2 , I−3 sont bien alignés.(d) En pro
édant par analogie, montrer que les points I+

1 , I+
2 , I+

3 sont alignés.Il su�t de faire la même 
hose sur la 
omposée f1 = h+
2 ◦ h+

1 ◦ h+
3 . En e�et, la partielinéaire de f1 reste la même que pour f , et l'ordre des hi permet également de dire que

C1 est �xe, don
 f1 = IdE. Et, par le même raisonnement que la question pré
édente,les points I+
1 , I+

2 , I+
3 sont bien alignés.
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Problème 2 (Partiel Nov.2006)On 
onsidère l'espa
e a�ne E = R
3. Un triplet (D1, D2, D3) de droites a�nes de R

3 deve
teurs dire
teurs respe
tifs −→u1,
−→u2,

−→u3 esr appelé un triplexe si :(i) D1 ∩D2 = D1 ∩D3 = D2 ∩D3 = ∅(ii) (−→u1,
−→u2,

−→u3) est une base de l'espa
e ve
toriel −→E = R
3.Partie IDans 
ette partie, on se propose d'étudier l'opération du groupe a�ne GA(R3) surl'ensemble des triplexes de R

3.Par 
onvention, si A désigne un sous-espa
e a�ne de R
3, on notera −→

A sa dire
tion.1. Montrer que l'image (

f(D1), f(D2), f(D3)
) de tout triplexe (D1, D2, D3) par unebije
tion a�ne f ∈ GA(R3) est en
ore un triplexe.Soit (D1, D2, D3) un triplexe de R

3 et f ∈ GA(R3). Comme f est une bije
tion a�ne, on aégalement que −→
f est un isomorphisme de −→

E .
f étant une appli
ation a�ne, l'image d'une droite D quel
onque de R

3 est un sous-espa
ea�ne de E : f(D), dont la dire
tion est donnée par −−−→f(D) =
−→
f (

−→
D ). Comme −→f est bije
tive,la dimension de −−−→

f(D) est en
ore 1 et don
 f(D) est une droite de l'espa
e R
3.Ainsi, on a déjà bien que f(D1, D2, D3) est un triplet de droites.De plus, 
omme (−→u1,

−→u2,
−→u3) est une base de R

3, son image par l'isomorphisme −→f est en
oreune base de R
3. Ainsi, (

−→
f (−→u1),

−→
f (−→u2),

−→
f (−→u3)) est une base de l'espa
e ve
toriel R

3.En�n, supposons par l'absurde que f(Di) ∩ f(Dj) 6= ∅ pour 
ertains i 6= j. Alors, on aurait
Di ∩Dj = f−1(f(Di) ∩ f(Dj)) 6= ∅ puisque f−1 est bije
tive. Ce qui est impossible puisque
(D1, D2, D3) est un triplexe.On a don
 bien que ∀i 6= j, f(Di) ∩ f(Dj) = ∅.2. Rappelons une 
ondition né
essaire et su�sante pour que deux sous-espa
esa�nes A et A′ de R

3 soient d'interse
tion non vide.Soient A et A′ deux sous-espa
es a�nes de R
3, et soient P et P ′ deux points quel
onquesrespe
tivement de A et A′. Alors :

A ∩A′ 6= ∅ ⇐⇒
−−→
PP ′ ∈

−→
A +

−→
A′En e�et, s'il existe Q ∈ A ∩A′, alors A = Q+

−→
A et A′ = Q+

−→
A′.Ainsi −−→PP ′ =

−→
PQ+

−−→
QP ′ ∈

−→
A +

−→
A′.Ré
iproquement, si −−→PP ′ = −→u + −→v ave
 −→u ∈

−→
A et −→v ∈

−→
A′, on a P ′ = P + −→u + −→v et alors

P ′ −−→v = P + −→u appartient à la fois à A et à A′.5



3. Pour un triplexe (D1, D2, D3), on désigne par Pi,j (i < j) le plan a�ne 
ontenant
Di et de dire
tion −→

Pi,j =
−→
Di +

−→
Dj.(a) Montrer que D1 
oupe P2,3 en un point a1, que D2 
oupe P1,3 en un point a2et que D3 
oupe P1,2 en un point a3.Le plan P2,3 est dirigé par −→D2 +

−→
D3 = V ect(−→u2,

−→u3)Comme (−→u1,
−→u2,

−→u3) est une famille libre, on a don
 −→
E =

−→
D1 ⊕

−−→
P2,3.Ainsi, ∀Q1 ∈ D1, ∀Q2 ∈ P2,3, −−−→Q1Q2 ∈

−→
E =

−→
D1 +

−−→
P2,3. Don
 d'après la questionpré
édente, on a bien D1 ∩ P2,3 6= ∅, mais 
omme dim(
−→
D1 ∩

−−→
P2,3) = 0, l'interse
tion

D1 ∩ P2,3 est réduite à un unique point noté a1.On fait de même pour montrer que D2 ∩ P1,3 = {a2} et que D3 ∩ P1,2 = {a3}(b) Montrer qu'il existe trois ve
teurs −→vi ∈
−→
Di, 1 ≤ i ≤ 3, tels que

−−→a1a2 = −→v3 , −−→a1a3 = −→v1 + −→v2Rappelons que ai ∈ Pi,j puisque Di ⊂ Pi,j, et également ai ∈ Pj,k d'après la questionpré
édente.Ainsi, a1 ∈ P2,3 = a2 +
−→
D2 +

−→
D3. Don
 :

−−→a2a1 ∈
−→
D2 +

−→
D3De même, a2 ∈ P1,3 = a1 +

−→
D1 +

−→
D3. Don
 :
−−→a1a2 ∈

−→
D1 +

−→
D3Comme les sommes −→Di +

−→
Dj sont dire
tes, on en déduit, que −−→a1a2 ∈

−→
D3. D'où :

∃−→v3 ∈
−→
D3 /

−−→a1a2 = −→v3 ∈
−→
D3Par ailleurs, a3 ∈ P1,2 = a1 +

−→
D1 +

−→
D2, on a don
 : −−→a1a3 ∈

−→
D1 +

−→
D2. Autrement dit :

∃−→v1 ∈
−→
D1, ∃

−→v2 ∈
−→
D2 /

−−→a1a3 = −→v1 + −→v2Montrons ensuite que −→vi 6=
−→
0 , 1 ≤ i ≤ 3.Supposons que −→v3 =

−→
0 . Alors −−→a1a2 =

−→
0 , autrement dit a1 = a2.Mais D1 ∩D2 = ∅ : 
ontradi
tion. Don
 −→v3 6=

−→
0 .Supposons que −→v2 =

−→
0 . Alors −−→a1a3 = −→v1 ∈

−→
D1, autrement dit, a3 ∈ D1.Mais D1 ∩D3 = ∅ : 
ontradi
tion. Don
 −→v2 6=

−→
0 .Supposons que −→v1 =

−→
0 . Alors −−→a1a3 = −→v2 ∈

−→
D2.Mais alors on a−−→a2a3 = −−→a2a1+

−−→a1a3 ∈
−→
D3+

−→
D2, don
 on auraitD2∩D3 6= ∅ : 
ontradi
tion.Don
 −→v1 6=

−→
0 . 6



Pour la suite, on notera R(D1,D2,D3) la base a�ne (a1, a1 + −→v1 , a1 + −→v2 , a1 + −→v3) ainsi
onstruite.4. Soient (D′

1, D
′

2, D
′

3) un se
ond triplexe, P ′

i,j, (i < j), (resp. a′) les plans (resp. lespoints d'interse
tion) dé�nis 
omme à la question 3.On suppose que f est une bije
tion a�ne telle que f(Di) = D′

i, pour i = 1..3.(a) Montrer que f(Pi,j) = P ′

i,jOn sait que Di ⊂ Pi,j. Don
 D′

i = f(Di) est un sous-espa
e a�ne de f(Pi,j).De plus, on sait que −→
Pi,j =

−→
Di +

−→
Dj. Don
 −−−−→

f(Pi,j) =
−→
f (

−→
Di) +

−→
f (

−→
Dj) =

−→
D′

i +
−→
D′

jDon
 f(Pi,j) et P ′

i,j ont même dire
tion, et au moins un point 
ommun (puisque f(Di) ⊂
P ′

i,j). Don
 f(Pi,j) = P ′

i,j.(b) Montrer que f(ai) = a′i pour i = 1..3.Soit i = 1..3. On a a′i = D′

i ∩ P
′

j,k ave
 j 6= i, k 6= i.Don
 a′i = D′

i ∩ P
′

j,k = f(Di) ∩ f(Pj,k) = f(Di ∩ Pj,k) = f(ai).(
) Montrer que f (

R(D1,D2,D3)

)

= R(D′

1
,D′

2
,D′

3
).On a noté R(D1,D2,D3) la base a�ne dé�nie par : (a1, a1 + −→v1 , a1 + −→v2 , a1 + −→v3).� On déjà montré que f(a1) = a′1.� De plus, −→f (−→v3) =

−→
f (−−→a1a2) =

−−−−−−−→
f(a1)f(a2) =

−−→
a′1a

′

2 =
−→
v′3 .� En�n −→

f (−→v1) +
−→
f (−→v2) =

−→
f (−−→a1a3) =

−−−−−−−→
f(a1)f(a3) =

−−→
a′1a

′

3 =
−→
v′1 +

−→
v′2Or −→

v′1 +
−→
v′2 ∈

−→
D′

1 ⊕
−→
D′

2 et −→
f (−→v1) +

−→
f (−→v2) ∈

−→
D′

1 ⊕
−→
D′

2, don
 par uni
ité de ladé
omposition dans une somme dire
te de sous-espa
es ve
toriels, on a bien : f(−→v1) =
−→
v′1 et f(−→v2) =

−→
v′2 .(d) En déduire qu'il existe au plus une bije
tion a�ne f telle que f(Di) = D′

i,
i = 1..3.S'il existe f une bije
tion a�ne véri�ant f(Di) = D′

i, on a montré dans les ques-tions pré
édentes que f était entièrement déterminée, puisqu'on 
onnaît expli
itementl'image d'une base a�ne par f .Ainsi, on a uni
ité de la bije
tion a�ne f telle que f(Di) = D′

i.5. Montrer à l'aide des questions pré
édentes que l'opération du groupe a�ne surl'ensemble T des triplexes, dé�nie par :
ϕ :

GA(R3) × T −→ T
(f, (D1, D2, D3)) 7−→ (f(D1), f(D2), f(D3))est une opération simple et transitive.Déjà, ϕ réalise bien une opération du groupe a�ne GA(R3) sur l'ensemble T .En e�et, ∀τ ∈ T , on a ϕ(IdE, τ) = τ .De plus, ∀f, g ∈ GA(R3), ∀(D1, D2, D3) ∈ T , on a :

ϕ(f ◦ g, (D1, D2, D3)) = (f(g(D1)), f(g(D2)), f(g(D3))) = ϕ(f, ϕ(g, (D1, D2, D3)))Opération simple.Soit τ = (D1, D2, D3) un triplexe de R
3. Cher
hons Gτ le stabilisateur du triplexe τ . On a

Id(τ) = τ , or d'après la question pré
édente, 
'est l'unique bije
tion a�ne qui envoie Di sur
Di pour tout i : On a don
 bien Gτ = {IdE} : l'a
tion est simple.7



Opération transitive.Soient τ, τ ′ deux triplexes de R
3. Existe-t-il f ∈ GA(R3) tel que f(τ) = τ ′ ?D'après les questions pré
édentes, il su�t don
 de prendre la bije
tion f qui envoie Rτ sur

R′

τ : l'a
tion est bien transitive.6. Peut-on aussi 
on
lure qu'il en est de même si on se pla
e dans un espa
e a�neréel quel
onque de dimension 3 ? Justi�er votre réponse.Soit X un espa
e a�ne réel quel
onque de dimension 3. On sait que X est isomorphe à R
3en tant qu'espa
e a�ne.Soient (D1, D2, D3), (∆1,∆2,∆3) deux triplexes de X et ψ : X → R

3 une bije
tion a�ne.Les triplets (ψ(D1), ψ(D2), ψ(D3)), (ψ(∆1), ψ(∆2), ψ(∆3)) sont des triplexes (d'après laquestion 1). Par 
e qui pré
ède il existe une unique bije
tion a�ne f de R
3 telle que

(f ◦ ψ(D1), f ◦ ψ(D2), f ◦ ψ(D3)) = (ψ(∆1), ψ(∆2), ψ(∆3)). Il su�t don
 de prendre g =
ψ−1 ◦ f ◦ ψ qui 
onvient pour notre problème, l'uni
ité de g résultant automatiquement de
elle de f .Partie IISoit (−→e1 ,

−→e2 ,
−→e3 ) la base 
anonique de R

3. On 
onsidère le 
ube C dé�ni par
C = {(x1, x2, x3) / ∀i = 1..3, 0 ≤ xi ≤ 1}Pour la suite du problème, on �xe un triplexe de référen
e (Di)i=1..3 en 
hoisissanttrois arêtes du 
ube C 
omme suit :� D1 est la droite a�ne passant par (0, 0, 1) et dirigée par −→e1 .� D2 est la droite a�ne passant par (1, 0, 0) et dirigée par −→e2 .� D3 est la droite a�ne passant par (0, 1, 0) et dirigée par −→e3 .On se propose dans 
ette partie d'étudier l'ensemble des bije
tions a�nes quistabilisent la réunion T = D1∪D2∪D3 des droites du triplexe de référen
e (D1, D2, D3).1. Faisons une �gure.

O
−→e1

−→e2

−→e3

D1

D2

D3
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2. (a) Montrer que l'ensemble GT des bije
tions a�nes f ∈ GA(R3) telles que f(T ) =
T est un sous-groupe du groupe a�ne GA(R3).� L'ensemble GT est 
onstitué de bije
tions a�nes, il est don
 par dé�nition in
lusdans GA(R3).� Id(T ) = T , don
 Id ∈ GT .� ∀f, g ∈ GT , f ◦ g−1(T ) = f(T ) = T (
ar G(T ) = T ⇔ g−1(T ) = T ).Ainsi, GT est bien un sous-groupe du groupe a�ne GA(R3).(b) Montrer que si f ∈ GT , alors ∀i = 1..3, il existe j ∈ {1, 2, 3} tel que f(Di) = Dj.Comme f est bije
tive et que Di est une droite, f(Di) sera un sous-espa
e a�ne de R

3de dimension 1, don
 une droite.Or, f(Di) ⊂ D1 ∪D2 ∪D3, sa
hant que leurs interse
tions deux à deux sont vides. Elleest don
 in
luse dans au moins une des droites notée Dj. Alors f(Di) = Dj.(
) En déduire, à l'aide de la partie I, que le groupe GT est isomorphe au groupedes permutations de l'ensemble {D1, D2, D3}.Soit f ∈ GT . On a f(T ) = T et 
omme f inje
tive, si i 6= j, on a f(Di) 6= f(Dj). Ilexiste don
 une permutation σ ∈ S3 telle que ∀i = 1..3, f(Di) = Dσ(i). On peut don
dé�nir une appli
ation :
ϕ :

GT −→ S3

f 7−→ σL'appli
ation ϕ est un morphisme de groupes entre GT et σ. De plus, d'après la partie
I, pour toute permutation σ de S3, on a vu qu'il existait une et une seule appli
ationa�ne bije
tive f telle que f(Di) = Dσ(i) : ϕ est don
 de plus bije
tive.On a �nalement prouvé que GT et S3 sont deux groupes isomorphes.3. (a) Soit f ∈ GT l'appli
ation telle que f(D1) = D2, f(D2) = D1 et f(D3) = D3.Expli
itons f à l'aide de la partie I
P2,3 désigne la fa
e avant du 
ube. On a don
 a1 = (1, 0, 1) .
P1,3 désigne la fa
e gau
he du 
ube. On a don
 a2 = (1, 0, 0) .
P1,2 désigne la fa
e du dessus du 
ube. On a don
 a3 = (0, 1, 1) .On en déduit que −→v1 = −−→e1 , −→v2 = −→e2 , −→v3 = −−→e3I
i, on est dans le 
as où D′

1 = D2, D′

2 = D1 et D′

3 = D3.
P ′

2,3 désigne don
 P1,3. On a don
 a′1 = a2 .
P ′

1,3 désigne don
 P2,3. On a don
 a′2 = a1 .
P ′

1,2 désigne 
ependant la fa
e du dessous du 
ube. On a don
 a′3 = (0, 1, 0) .On en déduit que −→
v′1 = −→e2 , −→v′2 = −−→e1 ,

−→
v′3 = −→e3On en déduit don
 la partie linéaire de f :

mat(
−→
f , (−→e1 ,

−→e2 ,
−→e3 )) =





0 −1 0
−1 0 0

0 0 −1



9



De plus O = a1 + −→v1 + −→v3 .Don
 f(0) = f(a1) +
−→
f (−→v1) +

−→
f (−→v3) = a2 + −→v2 −

−→v3 = (1, 1, 1).Ainsi, f est entièrement déterminée : pour tout point (x, y, z) ∈ R
3,

f(x, y, z) = (1, 1, 1) + (−y,−x,−z) = (1 − y, 1− x, 1 − z)Montrer que f stabilise l'ensemble des sommets du 
ube C.Les sommets du 
ube C sont de la forme (x1, x2, x3) où xi ∈ {0, 1}. D'après la formuleexpli
ite de f , on a don
 bien que l'image d'un sommet de C reste un sommet de C.On admettra pour la suite que l'appli
ation h ∈ GT telle que h(D1) = D1,
h(D2) = D3 et h(D3) = D2 stabilise aussi les sommets du 
ube.On pourrait montrer de même que, pour tout point (x, y, z) ∈ R

3,
h(x, y, z) = (1 − x, 1 − z, 1 − y)(b) Déduire de 
e qui pré
ède que toute bije
tion g ∈ GT stabilise l'ensembledes sommets du 
ube C et qu'il existe un point �xe a∗ ∈ R

3 
ommun à tousles éléments de GT que l'on déterminera.On utilise l'isomorphisme que l'on a avan
é entre GT et S3. I
i f 
orrespond à latransposition t12 et h 
orrespond à la transposition t23.Or S3 est engendré par {t12, t23}. Ainsi, tout élément de GT sera 
omposé de f et h etdon
 
onservera l'ensemble des sommets du 
ube C.On en déduit qu'il existe un point �xe 
ommun à tous les éléments de GT : 
'estl'isobary
entre des sommets du 
ube, que l'on note a∗4. Soit à présent (D1, D2, D3) un triplexe arbitraire de R
3. En guise de 
on
lusion,que peut-on dire du sous-groupe des bije
tions a�nes f telles que f(D1∪D2∪D3) =

D1 ∪D2 ∪D3 ?On se ramène au 
as du triplexe de référen
e par un isomorphisme.Soit (∆1,∆2,∆3) le triplexe de référen
e (on 
hange les notations) et soit ψ l'unique bije
tiona�ne telle que (ψ(∆1), ψ(∆2), ψ(∆3)) = (D1, D2, D3). L'appli
ation dé�nie par :
G(D1,D2,D3) −→ (∆1,∆2,∆3)

f 7−→ ψ−1 ◦ f ◦ ψest un isomorphisme de groupes.En 
on
lusion, le groupe G(D1,D2,D3) est également isomorphe au groupe des permutations
S3 et il existe un point �xe 
ommun aux éléments de 
e groupe : 
'est ψ(a∗).
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