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i
e 1
−→ Fait en TD.Exer
i
e 2
−→ Fait en TD.Exer
i
e 3Soit E un espa
e a�ne eu
lidien de dimension 3. Soient P1 et P2 deux plans orthogonaux de E. Soit
−→u ∈

−→
P1.On note s1 et s2 les symétries orthogonales par rapport à P1 et P2. Soit r la symétrie orthogonalepar rapport à une droite D qui est 
ontenue dans P1 et orthogonale à P2.1. Quelles sont les natures des isométries suivantes :

f = s2 ◦ r, g = s1 ◦ t−→uLe fait que P1 et P2 soient deux plans orthogonaux impliquent que −→
P1 = V ect(−→e1 ,

−→e2) et −→P2 = V ect(−→e1 ,
−→e3) où

B = (−→e1 ,
−→e2 ,

−→e3) est une base orthonormée de −→
E , −→e1 désignant un ve
teur dire
teur de la droite P1 ∩ P2. (faireun dessin...)E
rivons matri
iellement les parties linéaires de s1, s2 et r dans la base B :

matB(−→s1) =





1 0 0
0 1 0
0 0 −1



 , matB(−→s2) =





1 0 0
0 −1 0
0 0 1



 , matB(−→r ) =





−1 0 0
0 1 0
0 0 −1



Etudions f : f est un antidépla
ement de l'espa
e, en tant que 
omposée d'un antidépla
ement (s2) et d'undépla
ement r.Ave
 les é
ritures matri
ielles, on obtient dire
tement :
−→
f = −Id−→

EComme 1 n'est pas valeur propre de −→
f , l'appli
ation a�ne f admet un unique point �xe : 
'est une symétrie
entrale par rapport à 
e point.Comme les plans P2 et la droite D s'interse
tent en un point Ω, 
'est un point �xe pour f (et don
 le seul).En 
on
lusion, f est la symétrie 
entrale par rapport à D ∩ P2.Etudions g : g est un antidépla
ement de l'espa
e, en tant que 
omposée d'un antidépla
ement (s1) et d'undépla
ement r.Comme −→

t−→u = Id−→
E
, on a −→g = −→s1 symétrie orthogonale par rapport au plan ve
toriel −→P 1.Puisque 1 est valeur propre de −→g , g admet soit un plan �xe, soit au
un point �xe. Or i
i, g apparaît 
omme unesymétrie glissée (g = s1 ◦ t−→u ave
 −→u ∈

−→
P1 = Ker(−→g − Id−→

E
)) don
 g n'a pas de point �xe.En 
on
lusion, g est la symétrie glissée par rapport au plan P1 et de ve
teur −→u ∈

−→
P1.2. L'isométrie f ◦ g est-elle un dépla
ement ou un antidépla
ement ?

f et g étant deux antidépla
ements, l'isométrie f ◦ g est don
 un dépla
ement (
'est don
 soit une translation,soit une rotation, soit un vissage) 1



3. Quelle est la nature de l'appli
ation linéaire asso
iée −−→
f ◦ g ?

f ◦ g étant un dépla
ement, on a −−→
f ◦ g ∈ O+(

−→
E ). Comme −→

E est de dimension 3, −−→f ◦ g est don
 une rotationve
torielle.4. Quels sont les ve
teurs �xes de −−→
f ◦ g ?On a −→

f ◦ −→g = −→s2 ◦ −→r ◦ −→s1 . Matri
iellement, on obtient :
matB(

−−→
f ◦ g) =





−1 0 0
0 −1 0
0 0 1



Ainsi −−→f ◦ g est une symétrie orthogonale (rotation d'angle π, ou demi-tour) par rapport à la droite ve
torielle
V ect(−→e3). Les ve
teurs �xes sont don
 
eux proportionnels à −→e3 .5. Quels sont les points �xes de f ◦ g ?
−−→
f ◦ g admet 1 
omme valeur propre. Il ne peut pas y avoir un unique point �xe : soit f ◦ g n'a au
un point �xe(et alors on aura un vissage), soit 
e sera un sous-espa
e a�ne de dire
tion V ect(−→e3) (une droite dirigée par −→e3),et dans 
e 
as on aura une rotation.Si −→u =

−→
0 , alors f ◦ g = s2 ◦ r ◦ s1 qui admet le point Ω 
omme point �xe. L'ensemble des points �xes est don
la droite Ω + V ect(−→e3)Si −→u 6= 0, f ◦ g ◦ t−−→u admet le point Ω 
omme point �xe : 
'est alors une rotation, notée r0 autour d'une droite

D0. Comme −→u ∈ (V ect(−→e3))
⊥, on peut d'après l'exer
i
e 1 dé
omposer :

t−→u = r0 ◦ r1où r1 est une symétrie orthogonale par rapport à une droite D1 telle que D1 = t−−→u /2(D0)Ainsi,
f ◦ g = r0 ◦ t−→u = r1et don
 f ◦ g est un demi-tour qui a pour points �xes la droite D1 = Ω −

−→u

2
+ V ect(−→e3).6. Quelle est la nature de l'isométrie f ◦ g ?On a don
 montré dans la question pré
édente que f ◦g est une rotation d'angle π, (un demi-tour ou une symétrieorthogonale) autour de l'axe

D = Ω −
1

2
−→u + V ect(−→e3)Exer
i
e 4Dans 
et exer
i
e, E désigne un espa
e a�ne eu
lidien. On se donne deux isométries f et g de E.On suppose par ailleurs que f et g possèdent des points �xes et qu'elles 
ommutent.On se propose de démontrer que f et g ont au moins un point �xe en 
ommun.1. Montrer que l'ensemble F des points �xes de f est un sous-esp. a�ne de E et dé
rire sa dire
tion

−→
F .On sait par hypothèse que f possède des points �xes, don
 F 6= ∅.Soit O un point de F . On a don
 f(O) = O et pour tout point M de E,

M ∈ F ⇐⇒ f(M) = M

⇐⇒
−−−−−→
Of(M) =

−−→
OM

⇐⇒
−−−−−−−→
f(O)f(M) =

−−→
OM

⇐⇒
−→
f (

−−→
OM ) =

−−→
OM

⇐⇒
−−→
OM ∈ Ker(−→f − Id−→

E
)

⇐⇒ M ∈ O + Ker(−→f − Id−→
E

)Ainsi, F s'é
rit 
lairement 
omme un sous-espa
e a�ne de E dont la dire
tion est Ker(−→f − Id−→
E

).
2



2. Démontrer que le sous-espa
e a�ne F est invariant par g, autrement dit g(F) = F .On sait que f et g 
ommutent.On a, pour tout A ∈ F , f(A) = A d'où :
g(A) = g(f(A)) = f(g(A))don
 g(A) est un point �xe de f .On a montré ainsi que g(F) ⊂ F . Or g est bije
tive (
ar g est une isométrie), don
 puisque F est un sous-espa
ea�ne de E, g(F) est un sous-espa
e a�ne de même dimension que F , in
lus dans F :

g(F) = F3. Soit Ω un point �xe de g et ω la proje
tion orthogonale de Ω sur F . Démontrer que ω est un point�xe 
ommun à f et g. (Indi
ation : on pourra montrer que g laisse stable le sous-espa
e Ω +
−→
F )Suivons l'indi
ation. Soit A ∈ Ω +

−→
F . Il existe B, C ∈ F tels que A = Ω +

−−→
BC.On a alors :

g(A) = g(Ω +
−−→
BC) = g(Ω) + −→g (

−−→
BC) = Ω +

−−−−−−→
g(B)g(C)Or g(F) = F d'où g(B), g(C) ∈ F . On a don
 montré que

g(A) ∈ Ω +
−→
FDe même que pré
édemmment, g étant bije
tive et l'espa
e Ω +

−→
F étant un sous-espa
e a�ne, g 
onserve lesdimensions et on a �nalement que g laisse stable le sous-espa
e Ω +

−→
F , autrement dit −→g stabilise −→

F .On peut don
 en déduire que −→g (
−→
F⊥) =

−→
F⊥ 
ar g est une isométrie.Soit à présent ω la proje
tion orthogonale de Ω sur F .Par dé�nition, on a ω ∈ F : on a bien f(ω) = ω.De plus, ω = Ω + −→u ave
 −→u ∈

−→
F⊥. On a alors g(ω) = g(Ω) + −→g (−→u ) = Ω + −→v ave
 −→v ∈

−→
F ⊥.On a don
 : −−−−→

Ωg(ω) ∈
−→
F ⊥, et g(ω) ∈ g(F) = FAutrement dit, g(ω) est la proje
tion orthogonale de Ω sur F , 
'est-à-dire ω.Ainsi g(ω) = ω.4. Que peut-on alors dire dans le 
as où l'on a de plus −→

f = −→g ?
f et g ont un point �xe en 
ommun ω. Alors,

∀M ∈ E, f(M) = f(ω +
−−→
ωM) = f(ω) +

−→
f (

−−→
ωM) = g(ω) + −→g (

−−→
ωM) = g(M)Ainsi on a dans 
e 
as f = g.Exer
i
e 5Soient E un plan a�ne eu
lidien et f : E → E une symétrie glissée par rapport à une droite D(autrement dit, il existe −→u ∈

−→
D tel que f = t−→u ◦ sD = sD ◦ t−→u ).Soit O un point de E qui n'appartient pas à D. On note X la partie de E formée des points

fn(O), n ∈ Z.Soit G le groupe des isométries g de E telles que g(X) = X. On se propose de déterminer G.On notera D′ la droite parallèle à D passant par O et D′′ la droite parallàle à D passant par f(O).1. Montrer que G 
ontient le groupe formé des fk, k ∈ Z.Soit k ∈ Z. Soit A ∈ X : il existe n ∈ Z tel que A = fn(O), on a
fk(A) = fk

(

fn(O)
)

= fk+n(O) ∈ XDon
 on a bien ∀k ∈ Z, fk ∈ G.2. Montrer que pour tout élément g de G, il existe n ∈ Z tel que fn ◦ g appartient à G et admet Opour point �xe.Soit g ∈ G. Puisque O ∈ X et g ∈ G, on peut é
rire g(O) = f−n(O) pour un 
ertain n ∈ Z.On a alors fn ◦ g ∈ G puisque fn ∈ G et g ∈ G. On a de plus fn ◦ g(O) = O, autrement dit O est point �xe de
fn ◦ g. 3



3. Montrer que D′ et D′′ sont les seules droites de E 
ontenant trois points distin
ts deux à deux de
X. En déduire que tout g ∈ G laisse stable la réunion D′ ∪ D′′.Soit D0 une droite de E qui 
ontient trois points (distin
ts) de X . Parmi 
es points, il y en a au moins deux quisont du même 
�té de D (et distin
ts).Ainsi, D0 doit être la droite parallèle à D passant par 
es deux points. Don
 D0 est égale à D′ ou D′′.En parti
ulier, l'image par g de D′ est une droite 
ontenant trois points de g(X) = X . Don
 elle est égale à D′ou D′′.4. Montrer que l'on a g(D) = D pour tout g ∈ G.D'après la question pré
édente, la transformation g laisse stable la réunion D′ ∪ D′′. Don
 elle laisse stablel'ensemble des milieux d'un point de D′ et de D′′, 
'est-à-dire l'ensemble D.5. Soit g une transformation dans G qui admet O pour point �xe. Montrer que g est soit IdE soit lasymétrie orthogonale σ par rapport à la droite orthogonale à D passant par O.La transformation g laisse stable la droite D : g|D| est une isométrie de l'espa
e a�ne D.Si g|D| = IdD, g �xe au moins trois points non alignés de E (O et au moins deux points de D), don
 g = IdE .Si g|D| 6= IdD, g|D| sera la symétrie 
entrale par rapport au projeté orthogonal de O sur D et g est don
 lasymétrie orthogonale σ par rapport à la droite orthogonale à D passant par O.6. Montrer que tout élément g de G est de la forme fn ◦ σε, où ε ∈ {0, 1}, et n ∈ Z.Soit g ∈ G. On sait qu'il existe un 
ertain n ∈ Z tel que g(O) = fn(O). Alors, la transformation f−n ◦ gappartient à G et admet O 
omme point �xe. D'après la question 
'est soit IdE soit σ.Si f−n ◦ g = IdE , on a g = fn.Si f−n ◦ g = σ, on a g = fn ◦ σ.Exer
i
e 6On 
onsidère k hyperplans H1, . . . , Hk d'un espa
e ve
toriel eu
lidien −→

E . On note σ1, . . . , σk les ré-�exions 
orrespondantes et −→x1, . . . ,
−→xk des ve
teurs unitaires tels que H⊥

i = V ect(−→xi) pour tout i = 1..k.Soit G le sous-groupe de O(
−→
E ) engendré par les ré�exions σi (
'est-à-dire le sous-groupe de O(

−→
E )dont les éléments sont les 
ompositions d'un nombre �ni de σi, pour i = 1..k).1. Déterminer l'ensemble des points �xes 
ommuns à tous les éléments de G :

−→
E G = {−→x ∈ E / ∀g ∈ G, g(−→x ) = −→x }Une ré�exion σi par rapport à l'hyperplan Hi admet pour ensemble de points �xes Hi. L'ensemble des −→x quisont �xes par tous les σi est don
 in
lus dans l'interse
tion de tous les Hi : −→E G ⊂

k
⋂

i=1

Hi.Ré
iproquement, si −→x ∈
k
⋂

i=1

Hi, alors −→x est �xé par tous les σi, i = 1 . . . k. don
 −→x ∈
−→
E G. On a don
 :

−→
E G =

k
⋂

i=1

HiEn déduire une 
ondition né
essaire et su�sante sur les −→xi pour que −→
E G = {

−→
0 }.(Indi
ation : utiliser l'égalité (V ∩ V ′)⊥ = V ⊥ + V ′⊥)On a

−→
E G = {

−→
0 } ⇐⇒

(−→
E G
)⊥

=
−→
E ⇐⇒

(

k
⋂

i=1

Hi

)⊥

=
−→
E.D'après la formule donnée par l'indi
ation, on sait que

(

k
⋂

i=1

Hi

)⊥

=

k
∑

i=1

H⊥
i =

k
∑

i=1

V ect(−→xi) = V ect(−→x1,
−→x2, . . . ,

−→xk)4



On a ainsi
−→
E G = {

−→
0 } ⇐⇒

−→
E = V ect(−→x1,

−→x2, . . . ,
−→xk) ⇐⇒autrement dit, −→E G = {

−→
0 } si et seulement si la famille (−→x1,

−→x2, . . . ,
−→xk) est génératri
e de −→

E .2. Etant donné −→x ∈
−→
E \{

−→
0 }, on désigne par σ<−→x >⊥ la ré�exion d'hyperplan (V ect(−→x ))⊥. On 
onsidèrele sous-ensemble

∆ = {−→x ∈
−→
E / ‖−→x ‖ = 1 et ∃i = 1..k, ∃g ∈ G tels que σ<−→x >⊥ = g−1 ◦ σi ◦ g}Montrer que ∆ est globalement invariant sous l'a
tion de G, ie ∀g ∈ G, g(∆) ⊂ ∆.Soit −→x ∈ ∆ et soit g ∈ G. Montrons que g(−→x ) ∈ ∆.Rappel du TD 4 (à savoir) : si sA désigne la symétrie orthogonale par rapport à un sous-espa
e A, et si g ∈ O(

−→
E ),on a

g ◦ sA ◦ g−1 = sg(A)On a don

s<g(−→x )>⊥ = g ◦ s<−→x >⊥ ◦ g−1Comme −→x ∈ ∆, on sait que ∃i = 1..k, ∃g1 ∈ G tels que σ<−→x >⊥ = g1 ◦ σi ◦ g−1

1 .En 
on
lusion :
s<g(−→x )>⊥ = g−1 ◦ s<−→x >⊥ ◦ g−1 = (g ◦ g1) ◦ si ◦ (g ◦ g1)

−1En parti
ulier g(−→x ) ∈ ∆.3. Montrer que si ∆ est �ni et si −→E G = {
−→
0 }, alors G est �ni.(Indi
ation : soit S∆ le groupe des permutations de ∆. Montrer que l'appli
ation ϕ :

G → S∆

g 7→ g|∆est inje
tive)On a montré dans la question pré
édente que ∆ est stable par tout g ∈ G. On a don
 une a
tion naturelle dugroupe G sur l'ensemble ∆ et l'appli
ation ϕ : g 7→ g|∆ est un morphisme de groupes entre G et S∆.Si ∆ est �ni de 
ardinal m, alors S∆ est �ni de 
ardinal m!.Si −→E G = {
−→
0 }, on a vu que la famille (−→x1,

−→x2, . . . ,
−→xk) est génératri
e de −→

E . Ainsi, tout f ∈ L(E) est 
ara
térisépar son a
tion sur les ve
teurs −→xi , don
 par son a
tion sur ∆ qui 
ontient les −→xi . Ainsi, dans 
e 
as l'appli
ation
ϕ est inje
tive.Lorsque les deux 
onditions sont réalisées simultanément, alors l'appli
ation ϕ réalise une inje
tion de G dansun groupe �ni, don
 G est un groupe �ni.4. Soit −→

E = R
n, (−→ei )i=1..n la base 
anonique et Hi = (R−→ei )

⊥ pour i = 1..n.Montrer que G est un groupe abélien et déterminer son 
ardinal. Déterminer ∆.Soient i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, i 6= j. Soit −→x =
n
∑

k=1

xk
−→ek.On a

σi ◦ σj(
−→x ) = σi





∑

k 6=j

xk
−→ek − xj

−→ej



 =
∑

k 6=i,j

xk
−→ek − xi

−→ei − xj
−→ej = σj ◦ σi(

−→x )Ainsi, le groupe G est bien abélien.On en déduit que
∆ = {−→x ∈

−→
E / ‖−→x ‖ = 1 et ∃i = 1..n, σ<−→x >⊥ = σi} = {±−→ei , i = 1, 2, . . . , n}En�n, tout g ∈ G va s'é
rire de manière unique

g = σα1

1 ◦ σα2

2 ◦ . . . ◦ σαn

n , α1, . . . , αn ∈ {0, 1}puisque les σi 
ommutent et σ2
i = Id−→

E
.Comme 
haque fa
teur possède 2 possibilités selon la puissan
e de σi, on en déduit que

Card(G) = 2n5



Exer
i
e 7 (Examen Dé
embre 2007)Soit E l'espa
e a�ne R
n muni du produit s
alaire usuel < .|. > et de la distan
e eu
lidienne d usuelle. Ladire
tion d'un sous-espa
e a�ne A ⊂ R

n est notée −→
A . Deux sous-espa
es a�nes sont dit orthogonauxsi leurs dire
tions sont orthogonales. Partie ISoient A et B deux sous-espa
es a�nes de R

n tels que −→
A ∩

−→
B = {

−→
0 }1. (a) Soit (a, b) ∈ A × B. Justi�er l'existen
e et l'uni
ité de ve
teurs −→u ∈

−→
A,−→v ∈

−→
B et −→w ∈

−→
A⊥ ∩

−→
B⊥tels que

−→
ab = −→u + −→v + −→wOn sait que

R
n =

(−→
A +

−→
B
)

⊕
(−→

A +
−→
B
)⊥Or, on sait (vu en TD) que (−→A +

−→
B
)⊥

=
−→
A⊥ ∩

−→
B⊥.Puisque −→

A et −→B sont tels que −→
A ∩

−→
B = {

−→
0 }, on a −→

A +
−→
B =

−→
A ⊕

−→
B .En 
on
lusion :

R
n =

−→
A ⊕

−→
B ⊕

−→
A⊥ ∩

−→
B⊥Ainsi, puisque −→

ab ∈ R
n, il existe un unique triplet (−→u ,−→v ,−→w ) ∈

−→
A ×

−→
B ×

−→
A⊥ ∩

−→
B⊥ tel que

−→
ab = −→u + −→v + −→w(b) Montrer qu'il existe un 
ouple (A0, B0) ∈ A × B tel que −−−→

A0B0 ∈
−→
A⊥ ∩

−→
B⊥. Montrer qu'un tel
ouple est unique.Pour tout 
ouple (a, b) ∈

−→
A ×

−→
B , on a

b = a +
−→
ab = a + −→u + −→v + −→w , −→u ∈

−→
A,−→v ∈

−→
B,−→w ∈

−→
A⊥ ∩

−→
B⊥On a alors

b −−→v = a + −→u + −→wautrement dit −−−−−−−−−−−→
(a + −→u )(b −−→v ) = −→w ∈

−→
A⊥ ∩

−→
B⊥En posant A0 = a + −→u et B0 = b −−→v , on a bien l'existen
e de (A0, B0) tel que −−−→

A0B0 ∈
−→
A⊥ ∩

−→
B⊥Montrons l'uni
ité du 
ouple (A0, B0).Supposons qu'il existe (A′

0, B
′
0) ∈

−→
A ×

−→
B tel que −−−→

A′
0B

′
0 ∈

−→
A⊥ ∩

−→
B⊥.On a −−−→

A′
0B

′
0 =

−−−→
A′

0A0 +
−−−→
A0B0 +

−−−→
B0B

′
0autrement dit :

−−−→
A′

0A0 +
−−−→
B0B

′
0 =

−−−→
A′

0B
′
0 −

−−−→
A0B0 ∈

−→
A⊥ ∩

−→
B⊥ ∩ (

−→
A +

−→
B ) = (

−→
A +

−→
B )⊥ ∩ (

−→
A +

−→
B )Ainsi, on a −−−→

A′
0A0 +

−−−→
B0B

′
0 =

−→
0 .Or −−−→A′

0A0 +
−−−→
B0B

′
0 ∈

−→
A ⊕

−→
B , don
 par uni
ité de la dé
omposition, on a −−−→

A′
0A0 =

−−−→
B0B

′
0 =

−→
0 , autrement dit

(A0, B0) = (A′
0, B

′
0).(
) Montrer que si (A0, B0) véri�e la 
ondition du b), alors on a

∀(a, b) ∈ A × B, d(A0, B0) ≤ d(a, b)On a
d(a, b) = ‖

−→
ab‖2 = ‖

−−→
aA0 +

−−−→
A0B0 +

−−→
B0b‖

2 ≥ ‖
−−−→
A0B0‖

2 = d(A0, B0)6



2. On pose k = n − dim(
−→
A +

−→
B ).(a) Montrer à l'aide du 1.b) qu'il existe un unique sous-espa
e a�ne C de E de dimension k,orthogonal à A et à B et tel que A ∩ C 6= ∅ et B ∩ C 6= ∅.La dire
tion de C, notée −→

C doit véri�er −→C ⊥
−→
A et −→C ⊥

−→
B et dim(

−→
C ) = n − dim(

−→
A +

−→
B ).On a don
 né
essairement

−→
C =

−→
A⊥ ∩

−→
B⊥Si on prend C = A0 +

−→
A⊥ ∩

−→
B⊥, on a A0 ∈ A ∩ C et

B0 = A0 +
−−−→
A0B0 ∈ A0 +

−→
A⊥ ∩

−→
B⊥ = C∩Don
 on a l'existen
e d'un sous-espa
e a�ne C véri�ant les 
onditions voulues.Supposons que C′ 
onvienne également. Né
essairement, on a

−→
C′ =

−→
A⊥ ∩

−→
B⊥On sait qu'il existe A′

0 ∈ A ∩ C′ et B′
0 ∈ B ∩ C′. On a alors −−−→A′

0B
′
0 ∈

−→
A⊥ ∩

−→
B⊥. D'après la question 1.b),on a don
 A′

0 = A0 et B′
0 = B0 et ainsi

C′ = A0 +
−→
A⊥ ∩

−→
B⊥ = C(b) Que peut-on dire de A ∩ C et de B ∩ C (Justi�er votre réponse).On a montré que A0 ∈ A ∩ C. De plus, A ∩ C est un sous-espa
e a�ne de dire
tion −→

A ∩
−→
C = {

−→
0 }. En
on
lusion, on a A ∩ C = {A0}.De même, B ∩ C = {B0}.On supposera dans la suite que n = 3. On appelle perpendi
ulaire 
ommune aux droites a�nes Det D′ toute droite a�ne D′′ qui 
oupe D et D′ orthogonalement.3. On suppose D et D′ non parallèles.(a) Justi�er l'existen
e et l'uni
ité de la perpendi
ulaire 
ommune D′′ à D et D′.

D et D′ sont deux droites non parallèles, on a don
 −→
D ∩

−→
D′ = {

−→
0 }. C'est un 
as parti
ulier de 
e quipré
ède ave
 i
i dim(A) = dim(B) = 1.Ainsi, dim(C) = dim(R3 − dim(A) − dim(B) = 3 − 2 = 1. C est don
 une droite D′′ perpendi
ulaire à Det à D′.(b) Soit C ⊂ (R+)3 le 
ube unité porté par le repère 
anonique (O,−→e1 ,

−→e2 ,
−→e3). Donner deux pointset faire le tra
é de la perpendi
ulaire 
ommune pour 
ha
une des trois paires de droites dela �gure (justi�er votre réponse).On va 
onstruire expli
itement la perpendi
ulaire 
ommune. Il faut pour 
ha
un des trois 
as, déterminerle point A0 et la dire
tion orthogonale (ou alors le point (A0, B0) dans le 
as où B0 6= A0).

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

A0 =

(

1

2
,
1

2
,
1

2

)

A0 =

(

1

2
, 0, 1

)

A0 =

(

1,
2

3
,
1

3

)

D′′ = V ect









1
1
0







 B0 =

(

1

2
,
1

2
,
1

2

)

B0 =

(

2

3
, 1,

2

3

)
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Partie IIOn appelle m-droite de R
3 toute réunion D =

⋃

i=1..m

Di de m droites a�nes deux à deux distin
tes.On se propose d'étudier 
ertaines propriétés de l'a
tion du groupe des isométries a�nes Iso(R3) surl'ensemble des m-droites. On 
ommen
e par le groupe a�ne GA(R3).1. Montrer que l'image d'une m-droite par une bije
tion a�ne f est une m-droite.On sait que f est une bije
tion a�ne. Alors si Di est une droite a�ne, f(Di) est en
ore une droite a�ne.Alors si D =
⋃

i=1..m

Di est une m-droite, f(D) =
⋃

i=1..m

f(Di) est une réunion de m droites a�nes.Si jamais on avait f(Di) = f(Dj) ave
 i 6= j, alors f−1(f(Di)) = f−1(f(Dj)), i.e. Di = Dj , 
e qui est impossiblepuisque D est une m-droite. Les f(Di)i sont don
 toutes distin
tes.2. Soient D =
⋃

i=1..m

Di et ∆ =
⋃

i=1..m

∆i deux m-droites et f une bije
tion a�ne telle que f(D) = ∆.Montrer que pout tout i, il existe j tel que f(Di) = ∆j.On sait que Di est une droite a�ne. Comme f(Di) ⊂ ∆ et f(Di) est une droite in
luse dans ∆ : il existe don
au moins une droite ∆j ⊂ ∆ telle que f(Di) = ∆j .(En e�et, f(Di) 
ontient une in�nité de points et interse
te don
 l'une des droites ∆j en au moins deux poins.Elle 
on
ide don
 ave
 
ette droite.)3. On suppose m = 3. Donner, en justi�ant votre réponse, un exemple de deux tri-droites D et ∆pour lesquelles :(i) il n'existe au
une bije
tion a�ne f telle que f(D) = ∆.(ii) il existe une in�nité de bije
tion a�nes f telles que f(D) = ∆.(iii) il existe exa
tement six bije
tions a�nes telles que f(D) = ∆.Pour le 
as (i), il su�t de prendre trois droites parallèles puis trois droites 
on
ourantes.Pour le 
as (ii), il su�t de prendre trois droites 
on
ourantes en un point O et ∆ = D. (Les homothéties de
entre O préservent les droites).Pour le 
as (iii), il su�t de prendre deux triplexes de droites.Partie III-1On suppose m = 2. On dit qu'une paire de droites (D, D′) est gau
he si D et D′ sont non parallèleset non sé
antes.Dans 
ette partie, (D, D′) et (∆, ∆′) désignent deux paires de droites gau
hes, de perpendi
ulaires
ommunes respe
tives D′′ et ∆′′. On note −→e ,
−→
e′ ,

−→
e′′ (resp. −→u ,

−→
u′ ,

−→
u′′) des ve
teurs dire
teurs unitaires de

D, D′, D′′ (resp. de ∆, ∆′, ∆′′) et
{A} = D ∩ D′′, {A′} = D′ ∩ D′′, {α} = ∆ ∩ ∆′′, {α′} = ∆′ ∩ ∆′′1. Soit f ∈ Iso(R3). Montrer que l'image (f(D), f(D′)) est une paire gau
he.Puisque D et D′ sont deux droites ne s'interse
tant pas et que f est bije
tive , f(D) et f(D′) sont deux droitesa�nes de R

3 ne s'interse
tant pas également.De plus, puisque (−→e ,
−→
e′ ) est libre, on a f bije
tive ⇔

−→
f bije
tive et don
 (

−→
f (−→e ),

−→
f (

−→
e′ )) est libre également :les droites f(D) et f(D′) ne sont don
 pas parallèles.

(f(D), f(D′)) est don
 bien une paire gau
he.2. On suppose qu'il existe une isométrie a�ne f telle que f(D) = ∆ et f(D′) = ∆′.(a) Montrer que f(D′′) = ∆′′.
f est une isométrie a�ne, on a don
 −→

f ∈ O(
−→
E ) qui 
onserve l'orthogonalité. Ainsi, pour tout sous-espa
eve
toriel −→V , on a

−→
f (

−→
V ⊥) =

(−→
f (

−→
V )
)⊥Par hypothèse f(D) = ∆ et f(D′) = ∆′. On en déduit don
 que

−→
f (V ect(−→e )) = V ect(−→u ),

−→
f (V ect(

−→
e′ )) = V ect(

−→
u′ )8



Pour −→V = V ect(−→e ,
−→
e′ ), on a −→

V ⊥ = V ect(
−→
e′′).Ainsi, −→f (V ect(

−→
e′′)) = (V ect(−→u ,−→u ′))

⊥ et f(D′′) est une droite orthogonale à ∆ et à ∆′.De plus, A = D ∩ D′′. Ainsi f(A) = f(D ∩ D′′) = f(D) ∩ f(D′′) = ∆ ∩ f(D′′).De même, on aura f(A′) = ∆′ ∩ f(D′′).Ainsi f(D′′) =< f(A), f(A′) > : 
'est l'unique perpendi
ulaire 
ommune à ∆ et ∆′, ie f(D′′) = ∆′′.(b) En déduire que d(A, A′) = d(α, α′).On a don
 montré dans la question pré
édente que f(A) = α et f(A′) = ∆′. Puisque f est une isométrie,on a :
d(α, α′) = d(f(A), f(A′)) = d(A, A′)(
) Montrer que < −→e |

−→
e′ >= ± < −→u |

−→
u′ >.Rapportée aux bases (−→e ,

−→
e′ ,

−→
e′′) et (−→u ,

−→
u′ ,

−→
u′′), la matri
e de −→

f est :




±1 0 0
0 ±1 0
0 0 ±1



Ainsi, on a
< −→e |

−→
e′ >=<

−→
f (−→e )|

−→
f (

−→
e′ ) >= ± < −→u |−→u ′ >3. Montrer qu'il existe une isométrie a�ne f ∈ Iso(R3) telle que f(D ∪D′) = ∆∪∆′ si et seulement siles 
onditions b) et 
) de la question pré
édente sont satisfaites.(Pour la su�san
e, on demande la 
onstru
tion expli
ite d'une telle isométrie f . On pourra sepla
er dans des repères adaptés ou bien utiliser un argument plus géométrique).Condition né
essaire. Supposons qu'il existe f ∈ Iso(R3) telle que f(D ∪ D′) = ∆ ∪ ∆′.On a alors deux possibilités :� soit f(D) = ∆ et f(D′) = ∆′.� soit f(D) = ∆′ et f(D′) = ∆.Dans les deux 
as, les 
onditions b) et 
) sont don
 né
essairement satisfaites.Condition su�ante. On va dé�nir une isométrie f telle que f(D) = ∆ et f(D′) = ∆′.Quitte à 
hanger le signe des ve
teurs dire
teurs unitaires, on peut supposer que

< −→e |−→e ′ >=< −→u |−→u ′ >,
−−→
AA′ = d(A, A′).

−→
e′′,

−−→
αα′ = d(A, A′).

−→
u′′On dé�nit alors la bije
tion a�ne f par :

f(A) = α,
−→
f (−→e ) = −→u ,

−→
f (

−→
e′ ) =

−→
u′ ,

−→
f (

−→
e′′) =

−→
u′′Ce f 
onvient, 
ar en e�et f(D) = ∆ et

f(D′) = f(A′ + R
−→
e′ ) = f(A +

−−→
AA′) + R

−→
u′ = f(A) +

−→
f (

−−→
AA′) + R

−→
u′ = α + d(A, A′).

−→
u′′ + R

−→
u′ = α′ + R

−→
u′ = ∆′Comme−→f préserve les produits s
alaires des ve
teurs de base, f est bien une isométrie, qui 
onvient au problème.4. Existe-t-il une isométrie a�ne f transformant la première bi-droite de la �gure suivante en lase
onde ? Justi�er votre réponse.Oui, 
ar 
es bi-droites véri�ent les 
onditions b) et 
) du 2).

b

b

b

b

D D′

b

b

bb

∆

∆′
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Partie III-2On se propose i
i de faire une des
ription expli
ite du sous-groupe G ⊂ Iso(R3) des isométries a�nes
f telles que f(D ∪ D′) = D ∪ D′. On notera G+ = G ∩ Iso+(R3) et G− = G ∩ Iso−(R3).(Il est 
onseillé de faire une �gure de la bi-droite et, à partir de la question 2) d'utiliser l'expressionde f ∈ G dans le repère (O,−→e ,

−→
e′ ,

−→
e′′).)1. Montrer que O = bar

(

A A′

1/2 1/2

) est un point �xe 
ommun aux éléments de G.Soit f ∈ G. On a f(D ∪ D′) = D ∪ D′.Si f préserve les deux droites, on a f(A) = A et f(A′) = A′.Si f permute les deux droites, on a f(A) = A′ et f(A′) = A.Dans tous les 
as, on a f({A, A′}) = f({A, A′}). Don
 f préserve l'isobary
entre O de {A, A′}.2. Montrer que G+ est 
onstitué de IdE et de trois demi-tours r′′, r+ et r− d'axes respe
tifs D′′,
D+ = O + V ect(−→e +

−→
e′ ) et D− = O + V ect(−→e −

−→
e′ ).(Indi
ation : 
onsidérer séparément les 
as f(D) = D et F (D) = D′)On se pla
e dans le repère (O,−→e ,

−→
e′ ,

−→
e′′), on a alors pour tout point M = (x, x′, x′′) ∈ E,

f(M) = f(O) +
−→
f (

−−→
OM ) = O + x

−→
f (−→e ) + x′−→f (

−→
e′ ) + x′′−→f (

−→
e′′)Si f 
onserve 
haque droite , la matri
e de −→

f est alors du type  ±1 0 0
0 ±1 0
0 0 1



Si f permute les droites , la matri
e de −→
f est alors du type  0 ±1 0

±1 0 0
0 0 −1



Pour que det(
−→
f ) = 1, les seuls 
hoix de signes sont don





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 ,





−1 0 0
0 −1 0
0 0 1



 ,





0 1 0
1 0 0
0 0 −1



 ,





0 −1 0
−1 0 0
0 0 −1



qui 
orrespondent respetivement à f = IdE , f = r′′, f = r+ et f = r−3. Montrer que si < −→e |
−→
e′ > 6= 0, alors G− = ∅.Pour que det(

−→
f ) = −1, les seuls 
hoix de signes sont don





1 0 0
0 −1 0
0 0 1



 ,





−1 0 0
0 1 0
0 0 1



 ,





0 −1 0
1 0 0
0 0 −1



 ,





0 1 0
−1 0 0
0 0 −1



Si < −→e |
−→
e′ > 6= 0, 
es matri
es ne sont pas orthogonales.Par exemple pour le premier 
as, on aurait

<
−→
f (−→e )|

−→
f (

−→
e′ ) >= − < −→e |−→e ′ > 6=< −→e |

−→
e′ >De même pour les trois autres 
as.4. On suppose < −→e |

−→
e′ >= 0. Montrer que G− est 
onstitué de deux ré�exions σ, σ′ de plans �xes
ontenant respe
tivement D,D′′ et D′,D′′ et de deux isométries σ+ = s ◦ ρ′′, σ− = s ◦ ρ′′−1 où s estune ré�exion dont on déterminera le plan �xe et ρ′′ est une rotation dont on déterminera l'axe etl'angle.Dans le 
as où < −→e |
−→
e′ >= 0, les quatres matri
es du 3) sont orthogonales. Elles représentent alors respe
tivement

f = σ, f = σ′, f = s ◦ ρ′′, f = s ◦ ρ′′−1, où s est la ré�exion de plan �xe O + V ect(−→e ,
−→
e′ ) et ρ′′ est le quart detour d'axe D′′.
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5. Soit D l'ensemble des bi-droites gau
hes de R
3. En 
on
lusion, l'opération

ϕ :
Iso(R3) ×D −→ D
(f, D ∪ D′) 7−→ f (D ∪ D′)est-elle transitive ? est-elle simple? Combien y a-t-il d'orbites ?L'a
tion n'est pas transitive 
ar d'après III-1.3 il faut que d(D, D′) = d(∆, ∆′) pour que deux bi-droites soientdans la même orbite.L'a
tion n'est pas simple 
ar d'après III-2, G 
ontient plusieurs éléments : le stabilisateur de (D∪D′) n'est don
pas réduit à {IdE}.Il y a en�n une in�nité d'orbites, puisque 
ha
une dépendant de la valeur de d(D, D′), qui prend des in�nitésde valeurs dans R

+.6. (∗) On suppose < −→e |
−→
e′ >= 0. On désigne par < σ+ > le sous-groupe de G 
onstitué des itérées

(σ+)n, n ∈ Z.(a) Cal
uler σ ◦ σ+ ◦ σ−1Comme σ et σ+ �xent le point O, il su�t de regarder la partie linéaire de σ ◦σ+ ◦σ−1, qui a pour matri
e :




1 0 0
0 −1 0
0 0 1









0 −1 0
1 0 0
0 0 −1









1 0 0
0 −1 0
0 0 1



 =





0 1 0
−1 0 0
0 0 −1



On a don

σ ◦ σ+ ◦ σ−1 = σ−(b) Montrer que tout élément de G\ < σ+ > s'é
rit sous la forme σ ◦ (σ+)n pour un 
ertain n ∈ N.Puisque toutes les appli
ations 
onsidérées i
i ont O pour point �xe, on peut identi�er 
haque appli
ationa�ne ave
 sa partie linéaire. On a :

mat(σ ◦ σ+) =





1 0 0
0 −1 0
0 0 1









0 −1 0
1 0 0
0 0 −1



 =





0 −1 0
−1 0 0
0 0 −1



 = mat(r−)

mat(σ ◦ (σ+)2) =





0 −1 0
−1 0 0
0 0 −1









0 −1 0
1 0 0
0 0 −1



 =





−1 0 0
0 1 0
0 0 1



 = mat(σ′)

mat(σ ◦ (σ+)3) =





−1 0 0
0 1 0
0 0 1









0 −1 0
1 0 0
0 0 −1



 =





0 1 0
1 0 0
0 0 −1



 = mat(r+)

mat(σ ◦ (σ+)4) =





0 1 0
1 0 0
0 0 −1









0 −1 0
1 0 0
0 0 −1



 =





1 0 0
0 −1 0
0 0 1



 = σOn a bien obtenu toutes les appli
ations de G\ < σ+ > 
ar les autres peuvent s'é
rire 
omme des puissan
esde σ+ :
mat((σ+)2) =





−1 0 0
0 −1 0
0 0 1



 = mat(r′′), mat((σ+)3) =





0 1 0
−1 0 0
0 0 −1



 = mat(σ−)

mat((σ+)4) = mat(IdE)(
) En 
onsidérant les sous-groupes < σ >= {IdE , σ} et < σ+ >, montrer que G est isomorphe augroupe des isométries du plan qui stabilisent l'ensemble des sommets d'un 
arré.On a don
 montré �nalement que G est engendré par deux éléments σ et σ+ ave
 (σ)2 = IdE , (σ+)4 = IdEet (σ ◦ σ+)2 = (r−)2 = IdE .Don
, on sait d'après les TD que 
e
i 
ara
térise G 
omme isomorphe au groupe diédral D4, qui est legroupe des isométries du plan qui stabilisent un polygone régulier à 4 
�tés, 
'est-à-dire un 
arré.11


