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Exercice 1
Soit E un espace affine.

1. Trouver toutes les applications affines f : F — F qui commutent avec toutes les translations de
FE.
—
Soit f : E — E une application affine telle que Vu € E, foty =tz o f.

On a donc :

VM e ENT € E, f(IM+7T)=(fotz)(M)=(ty o f)(M)=f(M)+w

N
En particulier, ona f =1 d, donc f est une translation.
Réciproquement, toute translation commute avec toute translation de FE.

2. On rappelle que pour tout point A de F, la symétrie centrale de centre A désigne la symétrie
affine par rapport a {A} parallélement a F, c’est-a-dire ’application affine s, : E — E définie
par :

VM € E, Asa(M)=—AM

Montrer que, si une application affine f de £ das ' commute avec toutes les symétries centrales
de FE, alors f = Idg

On a pour tout point A € F,
J(A) = f(sa(A)) = (fosa)(A) = (sac [)(A) = s5a(f(A))

Comme A est le seul point invariant par f, on déduit que f(A) = A.
Finalement f = Idg.

Exercice 2

Soit £ un espace affine de dimension n > 2. Soient A, B,C, D quatre points non alignés de F.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
— —_—  —
(i) (A,B,C, D) est un parallélogramme, c’est-a-dire AC' = AB + AD
— —
(ii) AB=DC
(iii) (AB) est paralléle a (DC) et (AD) est paralléle a (BC)
(iv) (A,C) et (B, D) sont méme isobarycentre

_— —  — —_— —  — —_— =
On a AC = AB+ AD <= AB = AC — AD <= AB = DC': autrement dit, on a | (i) < (i)

R . . ) N > Ya
De méme, on pourrait montrer que | (i) < (i) | avec : (ii’) AD = BC'

Remarquons alors que, les points A, B, C, D étant non alignés, si ces trois conditions sont réalisées, ces points
sont nécessairement distincts deux & deux et on a alors la propriété (iii). On a donc | (i) = (i47)

Supposons maintenant remplie la condition (iii). On a alors :

A#£B, C#D, A#D, B#C



La famille (A—B>, C—li) est liée, ainsi que la famille (E, B—d) Les points A, B, C, D étant non alignés, la famille
(A—B),E) est alors libre et les quatre ponts A, B, C, D appartiennent & un sous-espace affine de dimension 2, de
direction Vect(A—B:E).

On en déduit l'existence d’un unique couple (), u) € R? tel que

— — —
AC = MAB + uAD
— —

— —_— = —_— —
Or, AC = AB+ BC dong, la famille (AD, BC') étant liée, il existe un k € R tel que AC' = AB+kAD. L’unicité
de X impose donc A = 1, et par un raisonnement analogue, on a y = 1.

On a ainsi montré que | (4it) = (i)

La propriété (iv) est équivalente & AA +AC = AB + E, autrement dit la propriété (i).
On a donc | (iv) < (7)

Exercice 3

Soient E un plan affine de direction E et A, B, C trois points non alignés de E.
—_— —

On définit le point C’ par la relation : CC’ = AB.

Soit f ’application affine de F dans F définie par :

f(Ay=A, fB)=B, fC)=C

1. Montrer que f est bijective. Déterminer ses points fixes.
— — —
On sait que CC" = AB. On a donc : CC' + BC' — AC' = 0.
A B C
-1 1 1

—_— -  — — —
AC'=AC+CC"'= AC + AB

4 . - =3 11
f a donc pour partie linéaire f de matrice dans la base (AB, AC) : 1

On en déduit que C' = bar < > et par conséquent, si on note R le repére affine (A4, B, ()

0

N
f étant bijective, f est également bijective.

— — —
De plus, soit M € £ : AM = xAB + yAC.
— — —_— — — —
Alors Af(M) = f(A)f(M) = f(AM) =2AB +y(AB + AC) = (z + y)AB + yAC
On en déduit que f(M) =M <= y=0<= M € (AB)

Les points fixes de f sont donc les points de la droite (AB).

—
2. Montrer que pour tout point M de E, le vecteur MM’ a une direction fixe. Déterminer les
droites globalement invariantes par f.

. . — — —
D’aprés ce qu’'on a vu précédemment : si M est défini par AM = zAB + yAC, alors :

—

— — — —
Mf(M)=MA+ Af(M)=—zAB — yAC + (x + y)AB + yAC = yA
Ainsi, la droite (M M’) est toujours paralléle a la droite (AB).

Soit D une droite globalement invariante par f. D est alors paralléle a (AB). Réciproquement, si D est une
droite parallele & (AB), alors I'image d’un point de la droite est encore sur la droite d’aprés ce qui précéde
et D est alors globalement invariante par f.

Les droites invariantes par f sont donc les droites paralléles a la droite (AB).

N
3. Soit W € E et t la translation de vecteur w.



(a)

Montrer que t- o f est une application affine.

Une composée d’applications affines est encore une application affine, de partie linéaire égale & la
composée des parties linéaires.

Comparer les parties linéaires de t o f et de f.
. . . . . . — -
Comme la partie linéaire d’une translation est l'identité, on a t5 o f = f
Déterminer I’ensemble des points invariants de ¢ o f en fonction de .
N — — . — — —
Notons v = aAB + BAC. Soit M tel que AM = zAB + yAC.

Les points invariants sont donc ceux vérifiant M = f(M) + U :

{ r=x+y+a
y=y+p
Ainsi, si 8 # 0, il n’y a pas de points invariants, si § = 0 les points invariants sont les points vérifiant

y = —a. C'est donc une droite paralléle & (AB) passant par le point I défini par Al = —aAC.
Soit G l’isobarycentre du triangle ABC. Construire f(G).

Onanbar(i1 ? ?).Onadonc:

([ fA) f(B) f(C)\ _ ABC\ (AB A BC\ (BZC
f(G)_'< 1o )Tl o 1 )Tl a1 1 )T e
f(G) est donc sur la droite (BC) et sur la droite paralléle (AB) passant par G.

Soit M un point quelconque du plan. Construire f(M).

. . — — — N —
Soit M un point quelconque du plan : AM = xAB + yAC. On cherche un vecteur v = aAB + SAC
tel que M soit un point fixe de t— o f. D’aprés la question 3.c., on prend donc w = —yA

— e es— —
On a donc f(M) — yAB = M, autrement dit M f(M) = yAB.
Comment reporter la longueur y sur la droite paralléle & (AB) passant par M (sans régle graduée par
exemple) 7
— —
La droite passant par M paralléle & (AB) coupe (AC) en N défini par AN = yAC.
Or yA—C>’ + yC’—B) = yA—B) Il suffit donc de tracer la parallele a (BC) passant par N. L’intersection P

avec (AB) est alors définie par AP = yA—B> . La parallele a (AM) passant par P coupe la droite parallele
(AB) passant par M au point f(M).




Exercice 4

Soient A, B,C,D quatre points non coplanaires d’un espace affine de dimension 3. On définit les
points E, F, G par :

,ﬁ:;ﬁ, ﬁ:%B—é, a:bm(f 1;)

1. Donner des coordonnées barycentriques des points E, F,G dans le repére (A, B,C, D).
On a directement :

A B C D A B C D A B C D
E-bar(l 10 O)’ F—bar<0 1 9 0), G-bar(o 0 1 3>

2. Soient H, M, N trois points de ’espace affine. Donner une condition nécessaire et suffisante sur
les coordonnées barycentriques dans le repére (A, B,C, D) :

(i) pour qu’un point M appartienne a la droite (EG)

Soit M = bar 4 8 CD .Ona:
a b ¢ d

ME(EG)(z)E!a,ﬂE]R/M:baT<§ §>:bar<1;l

L W
= Q
29
N———

On a donc
a=1"b

Me(EG)@{Bc:d

(ii) pour qu’un point N appartienne a la droite (HF'), H étant un point de la droite (AD)

) A B C D ) A B C D
Sth-bar(a, Yoo d,>.801tH€(AD).H—bar<x 0 0 1—uz

Alors

> pour un certain z € R.

NG(HF)@Ha,ﬁ,xGR/N:bar<Z Z)zbar(f al_)x g 2%)

On a donc
N € (HF) avec H € (AD) <2t =¢

3. Montrer qu’il existe un unique point H de (AD) tel que les droites (EG) et (HF') soient concou-
rantes.
Les droites (EG) et (HF') se coupent en un point I de coordonnées barycentriques (a, b, ¢, d) vérifiant les
conditions (i) et (i7) précédentes. Ce point I est donc unique et déterminé par :

a=1»b
2b=c¢
3c=d

A B C D
Onadonc.[-bar< 1 9 6>

1

Ce point I correspond a un unique point H € (AD) : H = bar ( jf l(;) )




Exercice 5

Soient £ un plan affine de direction E et D une droite de E.
On appelle transvection affine de base D toute application affine g : £ — FE telle que, tout point de
—

la droite D est invariant par g, et pour tout point M de E, Mg(M) € D.

N
1. Si D’ est une droite de E telle que D’ # B, on note sp la symétrie affine autour de D’
—
parallélement a D.

(a)

Soient deux droites Di, D5y telles que D, D¢, D, soient distinctes et concourantes. Montrer
que h = sp, o sp, est une transvection affine de base D.

Posons O l'intersection des trois droites : on a h(O) = O.

Posons ¢ un vecteur dirigeant D et j un vecteur dirigeant Dj.
— — —

B= (14, j) est donc une base de E.

On a:
-1 0 -1 « - 1 «
matlg(s_Df)z< 0 1), matlg(s_pg):< 0 1>, matlg(h):<0 1>
— — —
On voit bien que h (i) = i : comme h(O) = O, avec O € D, tout point de la droite D est invariant

—

: . —— . —
par h. De plus, si M est défini par OM =x ¢ +y j, alors on a

— —

Oh(M) = h(O)h(M) = K(OM) =i +ylai + j)=(x+ay)i +yJ

Ainsi, on a pour tout point M du plan,

Mh(M) = MO + Oh(M) = —x?—y?—k(m—kay)?—ky? :ozy_z'> €D

h est finalement bien une transvection affine de base D.

Soit g une transvection de base D. Montrer qu’il existe deux droites D; et Dy de directions
—
différentes de D, telles que g = sp, o sp,.

— —
Soit g une transvection de base D. On choisit Dy une droite telle que Do # D. Les droites D et Do

s’intersectent en un point O.
- =

. - — = - = .
On choisit une base (i, j) de E avec i € D et j € Dy
Dans cette base, on a :

-1 0 1 -1 -
mats) = ("1 )o mans(@) = (o 7). matsGmmats(@) = ()

s—od At NP T - = . L=
sp, © ¢ est donc une symétrie vect. autour d'une droite D; dirigée par ov ¢ — 2 j , parallelement & D.

—
On pose D; la droite de direction D; passant par O, et on a finalement : ¢ = sp, o sp, .

2. Soit g une application affine. Montrer que g est une transvection affine de base D si et seulement

si:

(i) 31 € D tel que g(I) =1

(ii) 3V € B, 3¢ forme linéaire de noyau D tels que :

vu ek, §(W)=T1+P(0).7

N
Lorsque v # 6: on dit que ¢ est une transvection vectorielle de droite D.
—
=0

Lorsque

v ,0na7=[d§



Supposons que g soit une transvection de base D.
Le fait de choisir un point quelconque I de D vérifie le point ().

Soit @ € E. Alors 3IM € E tel que IM = %. Alors :

_— . —

7 (W) =g (IM) = g(I)g(M) = g(D)M + Mg(M) = IM + Mg(M) = @ + Mg(M)

— —_—
Comme g est une transvection, si v € D, il existe un unique A € R tel que Mg(M) = \v.

On aalors ¢ (u)=u + A0
Notons & 'application qui & @ associe le réel A défini précédemment.

Ona (g -1 dﬁ)(ﬂ)) = A7 : ¥ est donc une forme linéaire de noyau 1_5, ce qui vérifie le point (i7).

N
Réciproquement, si g est une application affine vérifiant les point (i) et (iz). Soit I un point fixe de g et D
e
une direction fixe par ¢ (ainsi la droite D passant par I dirigée par v € D est invariante par g).
—
Si M est un point de E, tel que IM = u, on a :

e

707) = { (T80 = o0 = 08+ 0g0) = 87+ Moo} + 34000

N -
On a donc Mg(M) =g (W). v € D et g est une transvection.

. On considére une application affine g pour laquelle la propriété (ii) est vérifiée. Montrer a
I’aide d’un exemple que g n’est pas nécessairement une transvection affine.

N
Il suffit de prendre f une transvection de base D et on prend g =t o f avec u € D. Alors g n’a plus de
point fixe.

. Soient ¢;,99 deux transvections affines, différentes de Id, de bases respectives D; et Dy. On a
alors :

Vu e E, g(W)="u+g(W).v, i=1,2
Vérifier que v; # 0 et vs 0

En effet, on a bien vy

#* 0 et vy # 0 car g1 et go sont différentes de Id.

(a) On suppose l_)_l) # l—)_g), (vi,v3) est alors une base de E. Ecrire les matrices M et M, associées
respectivement 4 g; et 4 g dans cette base. Montrer que M; et M, sont semblables. En
déduire qu’il existe un automorphisme 7 de E tel que g| = 7_1 0gs o0 7
On a directement :

(1 pi(va) 3 10
M1‘<0 1 =TT
0 1
De plus, si on pose P = o1(v3) , alors P est inversible et M; = P~ M,P.

— — 0
@2 (1)
Les matrices M7 et M» sont donc semblables et en revenant aux applications linéaires associées, il existe

— — — —
un automorphisme f de E telque g1 = f logso f.

(b) Etudier le cas ou 17{ = 175
Si 17{ = E, on choisit v] = 3 et p; = ks et on procéde de la méme facon
(c) Montrer qu’il existe un automorphisme f de E tel que g; = f ' ogoo f
La partie linéaire 7) étant établie, il faut définir I'image d’un point par f.
Si Dy et D9 se coupent en un point I, on pose f(I) = 1.
Si Dy et Do sont paralléles, on choisit un point J de Dy et on pose f(J) = J.




Exercice 6
On considére ’espace vectoriel R?> muni du produit scalaire usuel, et
x1

F={7= 9 ERg/l‘l—l-:Eg—l-:Eg:O
xs3

1. Préciser une base orthonormale de F.
Commengons par déterminer une base (quelconque) de F. On a :

1 1
F =Vect(uj,us) avecu; = [ —1 |, ug = 0
0 —1

Comme (u7,us) est libre, c’est bien une base de F. Appliquons alors le procédé d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt a cette base pour obtenir une base orthonormale.

_ 1
Onposeﬁ—i—i -1
= — =
W va\ .
1 1 1/2
. - - — = = 1
Puis, on pose vy = us— < ug|vy > vf = 0 ]l—-=| -1 =1 1/2
2
-1 0 -1
7 5 1/2
Enfin, on pose 73 = —— = 3 1/2
[0 —1

La famille (v1, v3) est alors une b.o.n. de F.

2. Déterminer F, Porthogonal de F. Préciser une base orthonormale de F*.
Comme dim(F) = 2, on en déduit directement que dim(F=+) = dim(R?) — dim(F) = 1.

1 1
OrF={7=| 22 |eR} /a1 +a0+23=0p=XT R/ T U =0avecw =| 1
T3 1

On en déduit que F+ = Vect(w). Si on préfére une base orthonormale, on prendra :
1

1
F =Vect(v3) avec 13 = —

1
V3

. — . . —
3. Donner I’expression de pr(7 ), la projection orthogonale d’un vecteur quelconque 7 € R? sur
F.
On connait 'expression de la projection sur un sev lorsqu’on connait une b.o.n. de ce sous-espace. On a donc
ici :

pr(T) =< Tl > vi+ < T|vs > v3
z1
Autrement dit, si @ = [ 22 |,ona:
z3
1 1/2 21 —x9 — 23
Ty — 1+ a2 — 22 1
pF(?): ! 5 2 -1 —I—% 1/2 = — —x1 + 2x9 — 3
0 -1 —r] — X2 + 223

Préciser les images par pr des vecteurs de la base définie précédemment.

On a directement :

—
pr(vi) =vi, pr(vs 5, pr(vs 0



4. Pour 7 dans R? donné, calculer d(7, F).

On a:
T 21 — w9 — I3 1+ T2 + X3
1 T t+x2+
d(?,F) = H?—pp(?)” = ) - = —x1 + 2%2 — X3 = |l= 1+ X2 + 23 = eI N
3 3
T3 —x1 — To + 273 x|+ X9 + X3

5. Ecrire la matrice (relativement a la base canonique de R?) de la symétrie orthogonale sy par
rapport a F. Quelle est, dans la base canonique de R?, la matrice de la symétrie orthogonale
par rapport a F-?

On sait que sy = 2pp — Id. Calculons déja la matrice de la projection pr dans la base canonique.
D’apreés la formule de pr(Z') pour tout 2 € R?, on en déduit facilement les images des vecteurs de la base
canonique de R3. La matrice de la projection pr est donc :

2 -1 -1
mat(e zaPr) =5 -1 2 -1
-1 -1 2
On en déduit alors que :
1 -2 =2
mat iz z3.a3)(8F) = 2mat g 2 ) (pF) — I3 = 3 -2 1 =2
-2 -2 1
On sait que pour tout sous-espace vectoriel F', on a Sp. = —sp, on a donc :
1 -1 2 2
mat(e—1>7e—2>7e—3>)(SFJ_)§ = 2 -1 2
2 2 -1

1 V3 0

2 2
Dans la b.o.n. (H, v_ﬁ, v_ﬁ), la rotation a pour matrice : V3 1 0

2 2

0 0

En notant P la matrice de passage de la base canonique a la base (v1, v3,v3), on a :

L/ VB 1 Ve 1 AV R
P=—| -vV3 1 V2 et P l=1tp=_—" 1 1 =2
B\ o o e e\ s vz vz

77
Ainsi, la matrice R de la rotation d’angle 3 et d’axe F+ dans la base canonique est :

Lov3

2 2
1\/§1\/§ V3 =vV3 0 2 -1 2
R:E—\/ﬁl\/i \/§10 11—2:522—1
0 -2 V2 22 V2 V2 V2 -1 2 2

0O 0 1




Exercice 7
. . . . — 3 L - = 7
Déterminer la matrice de la rotation 7 de R® dans une base orthonormeée (i, j, k) telle que

)

7

- - —
{1

)=k et 7 (u)=u avec
Donner son angle de rotation.
Posons A la matrice cherchée. La premiére colonne est entiérement déterminée puisqu’on connait 'image de

e . —
i par la rotation 7°. On a donc :

0
A=1 0 avec z,y,2,2,y, 7 €R
1

w8
NS

A doit étre une matrice de rotation, autrement dit une matrice orthogonale directe. Notons C4,Cy,C5 les
colonnes de la matrice de A. Alors (C1,Cs,C3) doit étre une base orthonormée directe.
On obtient alors les conditions suivantes :

z=0
Z=0
xx' +yy + 22/ =0
1=1

2?4+ yP =1
$l2+y/2+zl2 =1
xy —yx' =1

Les trois premiéres équations traduisent ’orthogonalité des colonnes, les trois suivantes traduisent la normalité
des colonnes, la derniére équation exprime le fait que det(A) = 1. On a déja : .

La condition 7 (%) = W se traduit par :

0 = o 1 1 —x+a2' =1
0y o -1 |=| -1 | =< —y+y=-1
1 0 O 1 1 1=

Voici donc toutes les équations dont on dispose :

\)

NN N S S
B~ W
S N N e N N
8
<
[\
_|_
<
S
[\
I
—_

ot

(=)

En remplacant 2 =1+ x et 4’ = y — 1 dans 'équation (1), on obtient :

O=az'+yy =c(l+a)+yly— D) =z+2+y> —y=az—y+1
De méme, dans ’équation (4), on obtient :

l=ay —aly=a(y-1)-(Q+ay=ay-—ar-y—ay=-z—-y

{x_y:_l :{ 7= 1 :{F\

On a donc :

r+y=-1 y =-1




On en déduit donc la matrice de la rotation :

0 -1 0
A=10 0 -1
1 0 0
L’angle 6 de la rotation 7 est déterminé par cos(f) et sin(#).
On a:
1 2m
tr(A) = 2cos(f) + 1 = cos(f) = 5= 0= j:?
On sait par ailleurs que sin(f) est du signe de det(Z’, 7 (7'), @) ot W est le vecteur dirigeant I'axe de 7 et

N . . —
T est un vecteur quelconque, non 1nclusﬁdans I'axe de 7.
Si on prend par exemple, le vecteur i (non fixe, donc non inclus dans l’axe), on a :

N 1 0 1
det(i,k,u)=]0 0 —1|=1>0
01 1
. o 27
On a donc sin(f) > 0 et ainsi : 9:?

Exercice 8

Soit E) un espace euclidien de dimension 3 et B une base orthonormée directe.
Etudier les endomorphismes de E représentés dans la base B par les matrices données.
1 -2 2 -1
1. A= 3 2 1 —2 | est bien une matrice orthogonale car {
-1 -2 =2
Cherchons les vecteurs fixes par A : E1(A) = Ker(A — I3)

< O1|Ch >=< 1|05 >=< C4|Cy >=0
[C1ll = [|C2l = [C5]| = 1

T —2x4+2y—2z = 3z r=x
X=1|y | €eFA) <= AX =X — 2e+y—2z = 3y << y=2u
z —x—2y—2z = 3z z=—-x
1
Ainsi E1(A) = Vect 2 . dim(F;(A)) = 1. A représente donc une rotation 7 d’axe E1(A) et
-1

d’angle 6.
cos  est déterminé par la relation ¢tr(A) = 2cosf + 1. On a donc :

2cos0+1=—-1= cosf =—-1= 0 =7[27]

7 est donc le demi-tour autour de I'axe Ey(A).

1 2 2
2.B=—-| 2 1 =2 | est bien une matrice orthogonale car {
3
2 -2 1
Cherchons les vecteurs fixes par B : Ej(B) = Ker(B — I3)

< C1]Cy >=< C1]C3 >=< (4|C3 >=0
[C1ll = [IC2|| = lIC5] =1

T r+2y+2z = 3z
X=|y |€eEi(B)<=BX=X<<=1 2r+y—2z = 3y <—=zv—-—y—2=0
z 20 —2y+ 2 = 3z
1 1
Ainsi Eq(B) = Vect 11,10 s dim(E(B)) = 2.
0 1

B représente donc la symétrie orthogonale par rapport au plan vectoriel Ey(B).

10



-2 V6 V6

1 = = —
3. C = 1 V6 1 3 est bien une matrice orthogonale car { ﬁcﬁ}ygznz* ||<_C||l é’cﬁ i 1< G| C >=0
6 3 1 1l = [|C2f] = [|[C3]| =
Cherchons les vecteurs fixes par C' : E1(C) = Ker(C — I3)
x —2x—\/6y+\/62 = 4dx =20
X=1y | k() =CX=X = V6z +y + 32 = 4y <= y=z
o —Vbr+3y+z = 4z z=
0
Ainsi E1(C) = Vect 1 : dim(E;(C)) = 1. C représente donc une rotation 7 d’axe F;(C) et d’angle
1

cos @ est déterminé par la relation ¢tr(C) = 2cosf + 1. On a donc :

1 2
2COSH+1:0:>COSHZ—§:>9::|:?7T[27T]

De plus, sin 6 est du signe de det(2’, 7 (@), w) ot u est le vecteur dirigeant E1(C) et @ ¢ E1(C).

1 -2 0
det(er, 7(e1), W) =(x)| 0 6 1 |=2(x)V6>0 avec(x)>0
0 —v6 1

2
Ainsi, sin(f) > 0. Finalement, 7 est la rotation d’axe F;(C) et d’angle ?ﬂ

-2 6 -3
1
4. D= - 6 3 2 est bien une matrice orthogonale car {
7
-3 2 6
Cherchons les vecteurs fixes par D : Eq (D) = Ker(D — I3)

< C1|Cy >=< C1|C5 >=< (5]C5 >=0
[C1ll = ICall = [IC5]| =1

x —2x+6y—3z = Tz
X=|vy | €eEi(D)<— DX =X <~ 6r+3y+2z = Ty <—=3r—2y+2=0
z —3r+2y+62 = Tz
2 1
Ainsi E1(D) = Vect 31,1 O : dim(E1 (D)) = 2.
0 -3

D représente donc la symétrie orthogonale par rapport au plan vectoriel Eq(D).

3 1 V6
1 pr— pr— pr—
5. B = 1 1 3 —v/6 | est bien une matrice orthogonale car { FCC|1]‘€2HZ ”<_CH1(’70ﬁ i 1< C2|Cs >=0
VN i =lical=lesl =

Cherchons les vecteurs fixes par E : Ej(F) = Ker(E — I3)

x 3z +y+ 6z = —dx x=0
X=|9y | €E(E) = EX =X < z+ 3y — V62 = —dy <= y=0
z —\/5x+\/€y+22 = —4z z=20

Ainsi E1(E) = {0} : dim(FE;(E)) = 0. E représente donc la composée commutative d’une rotation 7 et
d’une symétrie s.

Cherchons les vecteurs changés en leur opposé par E : E_1(E) = Ker(E + I3)
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. F=

x 3z +y+ 6z = 4z r=x

X=|y | €E4(F)<~—= EX=-X<— r+ 3y — 6z = 4y =< y==
z —\/6x+\/6y+2z = 4z z=20
1
E_i(FE)=Vect 1 est donc une droite vectorielle : c’est 'axe de 7. La symétrie s sera la symétrie
0

orthogonale par rapport au plan (E_i(E))*.

Cherchons a présent Pangle 6 de la rotation 7 :
cos @ est déterminé par la relation ¢tr(F) = 2cosf — 1. On a donc :

1 2
2COSH—1:—2:>COSHZ—§:>9::|:?7T[27T]

. . — TP — L — .. , .
De plus, sinf est du signe de det(z, f (@), w) ou u est le vecteur dirigeant 'axe F_1(F) de la rotation
—
7, f est I'endomorphisme représenté par la matrice E et @ ¢ E1(C).

1 -3 1
det(e_f,?(e_f), W)=x)]0 —1 1 |=—-)V6<0 avec(x)>0
0 V6 0

Ainsi, sin(f) < 0. Finalement, E représente la composée commutative de la

—2
rotation d’axe E_1(F) et d’angle TW et de la symétrie orthogonale par rapport au plan (E_{(E))*

-8 4 1

4 7 4 est bien une matrice orthogonale car {
1 4 -8

Cherchons les vecteurs fixes par F' : Ey(F) = Ker(F — I3)

< O1|Ch >=< 1|05 >=< C4|C5 >=0
[C1ll = [|C2f| = [C5]| = 1

-1
9

x —8r+4y+z2z = -9z
X=|y |€eEi(F) = FX=X<=( 4dax+Ty+4z = -9y <—=z+4y+2=0
z r+4y—82z = -9z
4 1
Ainsi Ey(F) = Vect -1 1, 0 s dim(Ey(F)) = 2.
0 -1

F représente donc la symétrie orthogonale par rapport au plan vectoriel Ey(F').
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