
Université Claude Bernard Lyon 1 2008-2009L3 Géométrie élémentaire Révisions pour le PartielCorrigéExerie 1Soit E un espae a�ne.1. Trouver toutes les appliations a�nes f : E → E qui ommutent ave toutes les translations de
E.Soit f : E → E une appliation a�ne telle que ∀−→u ∈ −→

E , f ◦ t−→u = t−→u ◦ f .On a don :
∀M ∈ E,∀−→u ∈ −→

E , f(M + −→u ) = (f ◦ t−→u )(M) = (t−→u ◦ f)(M) = f(M) + −→uEn partiulier, on a −→
f = Id−→

E
, don f est une translation.Réiproquement, toute translation ommute ave toute translation de E.2. On rappelle que pour tout point A de E, la symétrie entrale de entre A désigne la symétriea�ne par rapport à {A} parallèlement à E, 'est-à-dire l'appliation a�ne sA : E → E dé�niepar :

∀M ∈ E,
−−−−−→
AsA(M) = −−−→

AMMontrer que, si une appliation a�ne f de E das E ommute ave toutes les symétries entralesde E, alors f = IdEOn a pour tout point A ∈ E,
f(A) = f(sA(A)) = (f ◦ sA)(A) = (sA ◦ f)(A) = sA(f(A))Comme A est le seul point invariant par f , on déduit que f(A) = A.Finalement f = IdE .Exerie 2Soit E un espae a�ne de dimension n ≥ 2. Soient A,B,C,D quatre points non alignés de E.Montrer que les onditions suivantes sont équivalentes :(i) (A,B,C,D) est un parallélogramme, 'est-à-dire −→

AC =
−−→
AB +

−−→
AD(ii) −−→

AB =
−−→
DC(iii) (AB) est parallèle à (DC) et (AD) est parallèle à (BC)(iv) (A,C) et (B,D) sont même isobaryentreOn a −→

AC =
−−→
AB +

−−→
AD ⇐⇒ −−→

AB =
−→
AC −−−→

AD ⇐⇒ −−→
AB =

−−→
DC : autrement dit, on a (i) ⇔ (ii)De même, on pourrait montrer que (i) ⇔ (ii′) ave : (ii') −−→AD =

−−→
BCRemarquons alors que, les points A,B,C,D étant non alignés, si es trois onditions sont réalisées, es pointssont néessairement distints deux à deux et on a alors la propriété (iii). On a don (i) ⇒ (iii)Supposons maintenant remplie la ondition (iii). On a alors :

A 6= B, C 6= D, A 6= D, B 6= C1



La famille (
−−→
AB,

−−→
CD) est liée, ainsi que la famille (

−−→
AD,

−−→
BC). Les points A,B,C,D étant non alignés, la famille

(
−−→
AB,

−−→
AD) est alors libre et les quatre ponts A,B,C,D appartiennent à un sous-espae a�ne de dimension 2, dediretion V ect(

−−→
AB,

−−→
AD).On en déduit l'existene d'un unique ouple (λ, µ) ∈ R

2 tel que
−→
AC = λ

−−→
AB + µ

−−→
ADOr, −→AC =

−−→
AB+

−−→
BC don, la famille (

−−→
AD,

−−→
BC) étant liée, il existe un k ∈ R tel que −→AC =

−−→
AB+k

−−→
AD. L'uniitéde λ impose don λ = 1, et par un raisonnement analogue, on a µ = 1.On a ainsi montré que (iii) ⇒ (i)La propriété (iv) est équivalente à −→

AA +
−→
AC =

−−→
AB +

−−→
AD, autrement dit la propriété (i).On a don (iv) ⇔ (i)Exerie 3Soient E un plan a�ne de diretion −→

E et A,B,C trois points non alignés de E.On dé�nit le point C ′ par la relation : −−→CC ′ =
−−→
AB.Soit f l'appliation a�ne de E dans E dé�nie par :

f(A) = A, f(B) = B, f(C) = C ′1. Montrer que f est bijetive. Déterminer ses points �xes.On sait que −−→
CC ′ =

−−→
AB. On a don : −−→CC ′ +

−−→
BC ′ −

−−→
AC ′ =

−→
0 .On en déduit que C ′ = bar

(

A B C
−1 1 1

) et par onséquent, si on note R le repère a�ne (A,B,C)

−−→
AC ′ =

−→
AC +

−−→
CC ′ =

−→
AC +

−−→
AB

f a don pour partie linéaire −→
f de matrie dans la base (

−−→
AB,

−→
AC) : (

1 1
0 1

)

−→
f étant bijetive, f est également bijetive.De plus, soit M ∈ E : −−→AM = x

−−→
AB + y

−→
AC.Alors −−−−→Af(M) =

−−−−−−−→
f(A)f(M) =

−→
f (

−−→
AM ) = x

−−→
AB + y(

−−→
AB +

−→
AC) = (x + y)

−−→
AB + y

−→
ACOn en déduit que f(M) = M ⇐⇒ y = 0 ⇐⇒ M ∈ (AB)Les points �xes de f sont don les points de la droite (AB).2. Montrer que pour tout point M de E, le veteur −−−→

MM ′ a une diretion �xe. Déterminer lesdroites globalement invariantes par f .D'après e qu'on a vu préédemment : si M est dé�ni par −−→AM = x
−−→
AB + y

−→
AC, alors :

−−−−−→
Mf(M) =

−−→
MA +

−−−−→
Af(M) = −x

−−→
AB − y

−→
AC + (x + y)

−−→
AB + y

−→
AC = y

−−→
ABAinsi, la droite (MM ′) est toujours parallèle à la droite (AB).Soit D une droite globalement invariante par f . D est alors parallèle à (AB). Réiproquement, si D est unedroite parallèle à (AB), alors l'image d'un point de la droite est enore sur la droite d'après e qui préèdeet D est alors globalement invariante par f .Les droites invariantes par f sont don les droites parallèles à la droite (AB).3. Soit −→u ∈ −→

E et t−→u la translation de veteur −→u .2



(a) Montrer que t−→u ◦ f est une appliation a�ne.Une omposée d'appliations a�nes est enore une appliation a�ne, de partie linéaire égale à laomposée des parties linéaires.(b) Comparer les parties linéaires de t−→u ◦ f et de f .Comme la partie linéaire d'une translation est l'identité, on a −−−−→
t−→u ◦ f =

−→
f() Déterminer l'ensemble des points invariants de t−→u ◦ f en fontion de −→u .Notons −→u = α

−−→
AB + β

−→
AC. Soit M tel que −−→

AM = x
−−→
AB + y

−→
AC.Les points invariants sont don eux véri�ant M = f(M) + −→u :

{

x = x + y + α
y = y + βAinsi, si β 6= 0, il n'y a pas de points invariants, si β = 0 les points invariants sont les points véri�ant

y = −α. C'est don une droite parallèle à (AB) passant par le point I dé�ni par −→AI = −α
−→
AC.4. (a) Soit G l'isobaryentre du triangle ABC. Construire f(G).On a G = bar

(

A B C
1 1 1

). On a don :
f(G) =

(

f(A) f(B) f(C)
1 1 1

)

= bar

(

A B C ′

1 1 1

)

=

(

A B A B C
1 1 −1 1 1

)

=

(

B C
2 1

)

f(G) est don sur la droite (BC) et sur la droite parallèle (AB) passant par G.(b) Soit M un point quelonque du plan. Construire f(M).Soit M un point quelonque du plan : −−→AM = x
−−→
AB + y

−→
AC. On herhe un veteur −→u = α

−−→
AB + β

−→
ACtel que M soit un point �xe de t−→u ◦ f . D'après la question 3.., on prend don −→u = −y

−−→
AB.On a don f(M) − y

−−→
AB = M , autrement dit −−−−−→Mf(M) = y

−−→
AB.Comment reporter la longueur y sur la droite parallèle à (AB) passant par M (sans règle graduée parexemple) ?La droite passant par M parallèle à (AB) oupe (AC) en N dé�ni par −−→AN = y

−→
AC.Or y

−→
AC + y

−−→
CB = y

−−→
AB. Il su�t don de traer la parallèle à (BC) passant par N . L'intersetion Pave (AB) est alors dé�nie par −→AP = y

−−→
AB. La parallèle à (AM) passant par P oupe la droite parallèle

(AB) passant par M au point f(M).

b

A
b

B

b C

b

M
b

f(M)
b

b

N

P

3



Exerie 4Soient A,B,C,D quatre points non oplanaires d'un espae a�ne de dimension 3. On dé�nit lespoints E,F,G par :
−→
AE =

1

2

−−→
AB,

−−→
BF =

2

3

−−→
BC, G = bar

(

C D
1 3

)1. Donner des oordonnées baryentriques des points E,F,G dans le repère (A,B,C,D).On a diretement :
E = bar

(

A B C D
1 1 0 0

)

, F = bar

(

A B C D
0 1 2 0

)

, G = bar

(

A B C D
0 0 1 3

)2. Soient H,M,N trois points de l'espae a�ne. Donner une ondition néessaire et su�sante surles oordonnées baryentriques dans le repère (A,B,C,D) :(i) pour qu'un point M appartienne à la droite (EG)Soit M = bar

(

A B C D
a b c d

). On a :
M ∈ (EG) ⇐⇒ ∃α, β ∈ R / M = bar

(

E G
α β

)

= bar

(

A B C D
α α β 3β

)On a don
M ∈ (EG) ⇐⇒

{

a = b
3c = d(ii) pour qu'un point N appartienne à la droite (HF ), H étant un point de la droite (AD)Soit N = bar

(

A B C D
a′ b′ c′ d′

). Soit H ∈ (AD) : H = bar

(

A B C D
x 0 0 1 − x

) pour un ertain x ∈ R.Alors
N ∈ (HF ) ⇐⇒ ∃α, β, x ∈ R / N = bar

(

H F
α β

)

= bar

(

A D B C
x α − x β 2β

)On a don
N ∈ (HF ) ave H ∈ (AD) ⇐⇒ 2b′ = c′3. Montrer qu'il existe un unique point H de (AD) tel que les droites (EG) et (HF ) soient onou-rantes.Les droites (EG) et (HF ) se oupent en un point I de oordonnées baryentriques (a, b, c, d) véri�ant lesonditions (i) et (ii) préédentes. Ce point I est don unique et déterminé par :







a = b
2b = c
3c = dOn a don : I = bar

(

A B C D
1 1 2 6

)Ce point I orrespond à un unique point H ∈ (AD) : H = bar

(

A D
1 6

)
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Exerie 5Soient E un plan a�ne de diretion −→
E et D une droite de E.On appelle transvetion a�ne de base D toute appliation a�ne g : E → E telle que, tout point dela droite D est invariant par g, et pour tout point M de E, −−−−−→Mg(M) ∈ −→

D .1. Si D′ est une droite de E telle que −→
D′ 6= −→

D , on note sD′ la symétrie a�ne autour de D′parallèlement à −→
D .(a) Soient deux droites D1,D2 telles que D,D1,D2 soient distintes et onourantes. Montrerque h = sD2
◦ sD1

est une transvetion a�ne de base D.Posons O l'intersetion des trois droites : on a h(O) = O.Posons −→i un veteur dirigeant −→D et −→j un veteur dirigeant −→D1.
B = (

−→
i ,

−→
j ) est don une base de −→

E .On a :
matB(−→sD1

) =

(

−1 0
0 1

)

, matB(−→sD2
) =

(

−1 α
0 1

)

, matB(
−→
h ) =

(

1 α
0 1

)On voit bien que −→
h (

−→
i ) =

−→
i : omme h(O) = O, ave O ∈ D, tout point de la droite D est invariantpar h. De plus, si M est dé�ni par −−→OM = x

−→
i + y

−→
j , alors on a

−−−−−→
Oh(M) =

−−−−−−−→
h(O)h(M) =

−→
h (

−−→
OM ) = x

−→
i + y(α

−→
i +

−→
j ) = (x + αy)

−→
i + y

−→
jAinsi, on a pour tout point M du plan,

−−−−−→
Mh(M) =

−−→
MO +

−−−−−→
Oh(M) = −x

−→
i − y

−→
j + (x + αy)

−→
i + y

−→
j = αy

−→
i ∈ −→

D

h est �nalement bien une transvetion a�ne de base D.(b) Soit g une transvetion de base D. Montrer qu'il existe deux droites D1 et D2 de diretionsdi�érentes de −→
D , telles que g = sD2

◦ sD1
.Soit g une transvetion de base D. On hoisit D2 une droite telle que −→

D2 6= −→
D . Les droites D et D2s'intersetent en un point O.On hoisit une base (

−→
i ,

−→
j ) de −→

E ave −→
i ∈ −→

D et −→j ∈ −→
D2Dans ette base, on a :

matB(−→sD2
) =

(

−1 0
0 1

)

, matB(−→g ) =

(

1 α
0 1

)

, matB(−→sD2
)matB(−→g ) =

(

−1 −α
0 1

)

−−−−→sD2
◦ g est don une symétrie vet. autour d'une droite −→

D1 dirigée par α
−→
i − 2

−→
j , parallèlement à −→

D .On pose D1 la droite de diretion −→
D1 passant par O, et on a �nalement : g = sD2

◦ sD1
.2. Soit g une appliation a�ne. Montrer que g est une transvetion a�ne de base D si et seulementsi :(i) ∃I ∈ D tel que g(I) = I(ii) ∃−→v ∈ −→

D , ∃−→ϕ forme linéaire de noyau −→
D tels que :

∀−→u ∈ −→
E , −→g (−→u ) = −→u + −→ϕ (−→u ).−→vLorsque −→v 6= −→

0 , on dit que −→g est une transvetion vetorielle de droite −→
D .Lorsque −→v =

−→
0 , on a −→g = Id−→

E 5



Supposons que g soit une transvetion de base D.Le fait de hoisir un point quelonque I de D véri�e le point (i).Soit −→u ∈ −→
E . Alors ∃!M ∈ E tel que −−→

IM = −→u . Alors :
−→g (−→u ) = −→g (

−−→
IM) =

−−−−−−→
g(I)g(M) =

−−−−→
g(I)M +

−−−−−→
Mg(M) =

−−→
IM +

−−−−−→
Mg(M) = −→u +

−−−−−→
Mg(M)Comme g est une transvetion, si −→v ∈ −→

D , il existe un unique λ ∈ R tel que −−−−−→
Mg(M) = λ−→v .On a alors −→g (−→u ) = −→u + λ−→v .Notons −→ϕ l'appliation qui à −→u assoie le réel λ dé�ni préédemment.On a (−→g − Id−→

E
)(−→u ) = λ−→v : −→ϕ est don une forme linéaire de noyau −→

D , e qui véri�e le point (ii).Réiproquement, si g est une appliation a�ne véri�ant les point (i) et (ii). Soit I un point �xe de g et −→Dune diretion �xe par −→g (ainsi la droite D passant par I dirigée par −→v ∈ −→
D est invariante par g).Si M est un point de E, tel que −−→

IM = −→u , on a :
−→g (−→u ) =

{

−→g (
−−→
IM ) =

−−−−−−→
g(I)g(M) =

−−−−→
g(I)M +

−−−−−→
Mg(M) =

−−→
IM +

−−−−−→
Mg(M) = −→u +

−−−−−→
Mg(M)

−→u + −→ϕ (−→u ).−→vOn a don −−−−−→
Mg(M) = −→ϕ (−→u ).−→v ∈ −→

D et g est une transvetion.3. On onsidère une appliation a�ne g pour laquelle la propriété (ii) est véri�ée. Montrer àl'aide d'un exemple que g n'est pas néessairement une transvetion a�ne.Il su�t de prendre f une transvetion de base D et on prend g = t−→u ◦ f ave −→u 6∈ −→
D . Alors g n'a plus depoint �xe.4. Soient g1,g2 deux transvetions a�nes, di�érentes de Id, de bases respetives D1 et D2. On aalors :

∀−→u ∈ −→
E , −→gi (

−→u ) = −→u + −→ϕi(
−→u ).−→vi , i = 1, 2Véri�er que −→v1 6= −→

0 et −→v2 6= −→
0 .En e�et, on a bien −→v1 6= −→

0 et −→v2 6= −→
0 ar g1 et g2 sont di�érentes de Id.(a) On suppose −→

D1 6= −→
D2, (−→v1 ,−→v2) est alors une base de −→

E . Erire les matries M1 et M2 assoiéesrespetivement à −→g1 et à −→g2 dans ette base. Montrer que M1 et M2 sont semblables. Endéduire qu'il existe un automorphisme −→
f de −→

E tel que −→g1 =
−→
f −1 ◦ −→g2 ◦ −→f .On a diretement :

M1 =

(

1 −→ϕ1(
−→v2)

0 1

)

, M2 =

(

1 0
−→ϕ2(

−→v1) 1

)De plus, si on pose P =





0 1−→ϕ1(
−→v2)

−→ϕ2(
−→v1)

0



, alors P est inversible et M1 = P−1M2P .Les matries M1 et M2 sont don semblables et en revenant aux appliations linéaires assoiées, il existeun automorphisme −→
f de −→

E tel que −→g1 =
−→
f −1 ◦ −→g2 ◦ −→f .(b) Etudier le as où −→

D1 =
−→
D2.Si −→D1 =

−→
D2, on hoisit −→v1 = −→v2 et −→ϕ1 = k−→ϕ2 et on proède de la même façon() Montrer qu'il existe un automorphisme f de E tel que g1 = f−1 ◦ g2 ◦ fLa partie linéaire −→

f étant établie, il faut dé�nir l'image d'un point par f .Si D1 et D2 se oupent en un point I, on pose f(I) = I.Si D1 et D2 sont parallèles, on hoisit un point J de D1 et on pose f(J) = J .6



Exerie 6On onsidère l'espae vetoriel R
3 muni du produit salaire usuel, et

F =







−→x =





x1

x2

x3



 ∈ R
3 / x1 + x2 + x3 = 0





1. Préiser une base orthonormale de F .Commençons par déterminer une base (quelonque) de F . On a :
F = V ect (−→u1,

−→u2) ave −→u1 =





1
−1

0



 , −→u2 =





1
0

−1



Comme (−→u1,
−→u2) est libre, 'est bien une base de F . Appliquons alors le proédé d'orthonormalisation deGram-Shmidt à ette base pour obtenir une base orthonormale.On pose −→v1 =

−→u1

‖−→u1‖
=

1√
2





1
−1

0



.Puis, on pose −→
v′2 = −→u2− < −→u2|−→v1 > −→v1 =





1
0

−1



 − 1

2





1
−1

0



 =





1/2
1/2
−1



.En�n, on pose −→v2 =

−→
v′2

‖
−→
v′2‖

=

√

2

3





1/2
1/2
−1



La famille (−→v1 ,
−→v2) est alors une b.o.n. de F .2. Déterminer F⊥, l'orthogonal de F . Préiser une base orthonormale de F⊥.Comme dim(F ) = 2, on en déduit diretement que dim(F⊥) = dim(R3) − dim(F ) = 1.Or F =







−→x =





x1

x2

x3



 ∈ R
3 / x1 + x2 + x3 = 0







=







−→x ∈ R
3 / −→x .−→u = 0 ave −→u =





1
1
1









On en déduit que F⊥ = V ect(−→u ). Si on préfère une base orthonormale, on prendra :
F = V ect(−→v3) ave −→v3 =

1√
3





1
1
1



3. Donner l'expression de pF (−→x ), la projetion orthogonale d'un veteur quelonque −→x ∈ R
3 sur

F .On onnaît l'expression de la projetion sur un sev lorsqu'on onnaît une b.o.n. de e sous-espae. On a donii :
pF (−→x ) =< −→x |−→v1 > −→v1+ < −→x |−→v2 > −→v2Autrement dit, si −→x =





x1

x2

x3



, on a :
pF (−→x ) =

x1 − x2

2





1
−1

0



 +
x1 + x2 − 2x3

3





1/2
1/2
−1



 =
1

3





2x1 − x2 − x3

−x1 + 2x2 − x3

−x1 − x2 + 2x3



Préiser les images par pF des veteurs de la base dé�nie préédemment.On a diretement :
pF (−→v1) = −→v1 , pF (−→v2) = −→v2 , pF (−→v3) =

−→
07



4. Pour −→x dans R
3 donné, aluler d(−→x , F ).On a :

d(−→x , F ) = ‖−→x −pF (−→x )‖ =

∥

∥

∥

∥

∥

∥





x1

x2

x3



 − 1

3





2x1 − x2 − x3

−x1 + 2x2 − x3

−x1 − x2 + 2x3





∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

1

3





x1 + x2 + x3

x1 + x2 + x3

x1 + x2 + x3





∥

∥

∥

∥

∥

∥

=
x1 + x2 + x3

35. Erire la matrie (relativement à la base anonique de R
3) de la symétrie orthogonale sF parrapport à F . Quelle est, dans la base anonique de R

3, la matrie de la symétrie orthogonalepar rapport à F⊥ ?On sait que sF = 2pF − Id. Calulons déjà la matrie de la projetion pF dans la base anonique.D'après la formule de pF (−→x ) pour tout −→x ∈ R
3, on en déduit failement les images des veteurs de la baseanonique de R

3. La matrie de la projetion pF est don :
mat(−→e1,−→e2,−→e3)(pF ) =

1

3





2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2



On en déduit alors que :
mat(−→e1,−→e2,−→e3)(sF ) = 2mat(−→e1,−→e2,−→e3)(pF ) − I3 =

1

3





1 −2 −2
−2 1 −2
−2 −2 1



On sait que pour tout sous-espae vetoriel F , on a SF⊥ = −sF , on a don :
mat(−→e1,−→e2,−→e3)(sF⊥)

1

3
=





−1 2 2
2 −1 2
2 2 −1



6. Erire la matrie (relativement à la base anonique) de la rotation d'angle π

3
et d'axe F⊥.Dans la b.o.n. (−→v1 ,

−→v2 ,−→v3), la rotation a pour matrie : 



















1

2
−
√

3

2
0

√
3

2

1

2
0

0 0 1





















.En notant P la matrie de passage de la base anonique à la base (−→v1 ,
−→v2 ,

−→v3), on a :
P =

1√
6





√
3 1

√
2

−
√

3 1
√

2

0 −2
√

2



 et P−1 = tP =
1√
6





√
3 −

√
3 0

1 1 −2√
2

√
2

√
2



Ainsi, la matrie R de la rotation d'angle π

3
et d'axe F⊥ dans la base anonique est :

R =
1

6





√
3 1

√
2

−
√

3 1
√

2

0 −2
√

2

























1

2
−
√

3

2
0

√
3

2

1

2
0

0 0 1

























√
3 −

√
3 0

1 1 −2√
2

√
2

√
2



 =
1

3





2 −1 2
2 2 −1
−1 2 2
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Exerie 7Déterminer la matrie de la rotation −→r de R
3 dans une base orthonormée (

−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) telle que

−→r (
−→
i ) =

−→
k et −→r (−→u ) = −→u ave −→u =

1√
3





1
−1

1



Donner son angle de rotation.Posons A la matrie herhée. La première olonne est entièrement déterminée puisqu'on onnaît l'image de−→
i par la rotation −→r . On a don :

A =





0 x x′

0 y y′

1 z z′



 ave x, y, z, x′, y′, z′ ∈ R

A doit être une matrie de rotation, autrement dit une matrie orthogonale direte. Notons C1, C2, C3 lesolonnes de la matrie de A. Alors (C1, C2, C3) doit être une base orthonormée direte.On obtient alors les onditions suivantes :






































z = 0
z′ = 0
xx′ + yy′ + zz′ = 0
1 = 1
x2 + y2 + z2 = 1
x′2 + y′2 + z′2 = 1
xy′ − yx′ = 1Les trois premières équations traduisent l'orthogonalité des olonnes, les trois suivantes traduisent la normalitédes olonnes, la dernière équation exprime le fait que det(A) = 1. On a déjà : z = z′ = 0 .La ondition −→r (−→u ) = −→u se traduit par :





0 x x′

0 y y′

1 0 0









1
−1

1



 =





1
−1

1



 ⇐⇒







−x + x′ = 1
−y + y′ = −1
1 = 1Voii don toutes les équations dont on dispose :































(1) xx′ + yy′ = 0
(2) x2 + y2 = 1
(3) x′2 + y′2 = 1
(4) xy′ − yx′ = 1
(5) x′ − x = 1
(6) y − y′ = 1En remplaçant x′ = 1 + x et y′ = y − 1 dans l'équation (1), on obtient :

0 = xx′ + yy′ = x(1 + x) + y(y − 1) = x + x2 + y2 − y = x − y + 1De même, dans l'équation (4), on obtient :
1 = xy′ − x′y = x(y − 1) − (1 + x)y = xy − x − y − xy = −x − yOn a don :

{

x − y = −1
x + y = −1

=⇒
{

x = −1

y = 0
=⇒

{

x′ = 0

y′ = −19



On en déduit don la matrie de la rotation :
A =





0 −1 0
0 0 −1
1 0 0



L'angle θ de la rotation −→r est déterminé par cos(θ) et sin(θ).On a :
tr(A) = 2 cos(θ) + 1 =⇒ cos(θ) = −1

2
=⇒ θ = ±2π

3On sait par ailleurs que sin(θ) est du signe de det(−→x ,−→r (−→x ),−→u ) où −→u est le veteur dirigeant l'axe de −→r et
−→x est un veteur quelonque, non inlus dans l'axe de −→r .Si on prend par exemple, le veteur −→i (non �xe, don non inlus dans l'axe), on a :

det(
−→
i ,

−→
k ,−→u ) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
0 0 −1
0 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 > 0On a don sin(θ) > 0 et ainsi : θ =
2π

3Exerie 8Soit −→
E un espae eulidien de dimension 3 et B une base orthonormée direte.Etudier les endomorphismes de −→

E représentés dans la base B par les matries données.1. A =
1

3





−2 2 −1
2 1 −2
−1 −2 −2



 est bien une matrie orthogonale ar {

< C1|C2 >=< C1|C3 >=< C2|C3 >= 0
‖C1‖ = ‖C2‖ = ‖C3‖ = 1Cherhons les veteurs �xes par A : E1(A) = Ker(A − I3)

X =





x
y
z



 ∈ E1(A) ⇐⇒ AX = X ⇐⇒







−2x + 2y − z = 3x
2x + y − 2z = 3y
−x − 2y − 2z = 3z

⇐⇒







x = x
y = 2x
z = −xAinsi E1(A) = V ect









1
2
−1







 : dim(E1(A)) = 1. A représente don une rotation −→r d'axe E1(A) etd'angle θ.
cos θ est déterminé par la relation tr(A) = 2 cos θ + 1. On a don :

2 cos θ + 1 = −1 =⇒ cos θ = −1 =⇒ θ = π [2π]

−→r est don le demi-tour autour de l'axe E1(A).2. B =
1

3





1 2 2
2 1 −2
2 −2 1



 est bien une matrie orthogonale ar {

< C1|C2 >=< C1|C3 >=< C2|C3 >= 0
‖C1‖ = ‖C2‖ = ‖C3‖ = 1Cherhons les veteurs �xes par B : E1(B) = Ker(B − I3)

X =





x
y
z



 ∈ E1(B) ⇐⇒ BX = X ⇐⇒







x + 2y + 2z = 3x
2x + y − 2z = 3y
2x − 2y + z = 3z

⇐⇒ x − y − z = 0Ainsi E1(B) = V ect









1
1
0



 ,





1
0
1







 : dim(E1(B)) = 2.
B représente don la symétrie orthogonale par rapport au plan vetoriel E1(B).10



3. C =
1

4





−2 −
√

6
√

6√
6 1 3

−
√

6 3 1



 est bien une matrie orthogonale ar {

< C1|C2 >=< C1|C3 >=< C2|C3 >= 0
‖C1‖ = ‖C2‖ = ‖C3‖ = 1Cherhons les veteurs �xes par C : E1(C) = Ker(C − I3)

X =





x
y
z



 ∈ E1(C) ⇐⇒ CX = X ⇐⇒







−2x −
√

6y +
√

6z = 4x√
6x + y + 3z = 4y

−
√

6x + 3y + z = 4z

⇐⇒







x = 0
y = z
z = zAinsi E1(C) = V ect









0
1
1







 : dim(E1(C)) = 1. C représente don une rotation −→r d'axe E1(C) et d'angle
θ.
cos θ est déterminé par la relation tr(C) = 2 cos θ + 1. On a don :

2 cos θ + 1 = 0 =⇒ cos θ = −1

2
=⇒ θ = ±2π

3
[2π]De plus, sin θ est du signe de det(−→x ,−→r (−→x ),−→u ) où −→u est le veteur dirigeant E1(C) et −→x 6∈ E1(C).

det(−→e1 ,−→r (−→e1),−→u ) = (∗)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −2 0

0
√

6 1

0 −
√

6 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2(∗)
√

6 > 0 ave(∗) > 0Ainsi, sin(θ) > 0. Finalement, −→r est la rotation d'axe E1(C) et d'angle 2π

34. D =
1

7





−2 6 −3
6 3 2
−3 2 6



 est bien une matrie orthogonale ar {

< C1|C2 >=< C1|C3 >=< C2|C3 >= 0
‖C1‖ = ‖C2‖ = ‖C3‖ = 1Cherhons les veteurs �xes par D : E1(D) = Ker(D − I3)

X =





x
y
z



 ∈ E1(D) ⇐⇒ DX = X ⇐⇒







−2x + 6y − 3z = 7x
6x + 3y + 2z = 7y
−3x + 2y + 6z = 7z

⇐⇒ 3x − 2y + z = 0Ainsi E1(D) = V ect









2
3
0



 ,





1
0
−3







 : dim(E1(D)) = 2.
D représente don la symétrie orthogonale par rapport au plan vetoriel E1(D).5. E = −1

4





3 1
√

6

1 3 −
√

6

−
√

6
√

6 2



 est bien une matrie orthogonale ar {

< C1|C2 >=< C1|C3 >=< C2|C3 >= 0
‖C1‖ = ‖C2‖ = ‖C3‖ = 1Cherhons les veteurs �xes par E : E1(E) = Ker(E − I3)

X =





x
y
z



 ∈ E1(E) ⇐⇒ EX = X ⇐⇒







3x + y +
√

6z = −4x

x + 3y −
√

6z = −4y

−
√

6x +
√

6y + 2z = −4z

⇐⇒







x = 0
y = 0
z = 0Ainsi E1(E) = {0} : dim(E1(E)) = 0. E représente don la omposée ommutative d'une rotation −→r etd'une symétrie s.Cherhons les veteurs hangés en leur opposé par E : E−1(E) = Ker(E + I3)11



X =





x
y
z



 ∈ E−1(E) ⇐⇒ EX = −X ⇐⇒







3x + y +
√

6z = 4x

x + 3y −
√

6z = 4y

−
√

6x +
√

6y + 2z = 4z

⇐⇒







x = x
y = x
z = 0

E−1(E) = V ect









1
1
0







 est don une droite vetorielle : 'est l'axe de −→r . La symétrie s sera la symétrieorthogonale par rapport au plan (E−1(E))⊥.Cherhons à présent l'angle θ de la rotation −→r :
cos θ est déterminé par la relation tr(E) = 2 cos θ − 1. On a don :

2 cos θ − 1 = −2 =⇒ cos θ = −1

2
=⇒ θ = ±2π

3
[2π]De plus, sin θ est du signe de det(−→x ,

−→
f (−→x ),−→u ) où −→u est le veteur dirigeant l'axe E−1(E) de la rotation

−→r , −→f est l'endomorphisme représenté par la matrie E et −→x 6∈ E1(C).
det(−→e1 ,

−→
f (−→e1),−→u ) = (∗)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −3 1
0 −1 1

0
√

6 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −(∗)
√

6 < 0 ave(∗) > 0Ainsi, sin(θ) < 0. Finalement, E représente la omposée ommutative de larotation d'axe E−1(E) et d'angle −2π

3
et de la symétrie orthogonale par rapport au plan (E−1(E))⊥6. F =

−1

9





−8 4 1
4 7 4
1 4 −8



 est bien une matrie orthogonale ar {

< C1|C2 >=< C1|C3 >=< C2|C3 >= 0
‖C1‖ = ‖C2‖ = ‖C3‖ = 1Cherhons les veteurs �xes par F : E1(F ) = Ker(F − I3)

X =





x
y
z



 ∈ E1(F ) ⇐⇒ FX = X ⇐⇒







−8x + 4y + z = −9x
4x + 7y + 4z = −9y
x + 4y − 8z = −9z

⇐⇒ x + 4y + z = 0Ainsi E1(F ) = V ect









4
−1
0



 ,





1
0
−1







 : dim(E1(F )) = 2.
F représente don la symétrie orthogonale par rapport au plan vetoriel E1(F ).
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