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L3 Géomeétrie élémentaire

Fiche 1 - Groupe opérant sur un ensemble

Définition : On appelle groupe un couple (G, *) o G est un ensemble, et * est une loi de
composition interne (l.c.i.) sur G :

GxG@ — G
(a,b) +— axb

qui vérifie les propriétés suivantes :
1. Associativité : Va,b,c € G, (axb)*xc=ax* (bxc),

2. Existence d'un élément neutre : e € G /Vx € G, xxe=x=exx

3. Symétrie : Ve € G, dx 1 € G /rxax =2z lxox=ce¢

Le groupe est dit commutatif ou abélien si Va,b € G, axb="0bxa.

Exercice 1

On note [n] = {1,2,...,n}. L’ensemble S,, des bijections o : [n] — [n] est un groupe pour la compo-
sition o des applications. S, est appelé le groupe symétrique, ou groupe des permutations.
Pour o € S, on utilise la notation suivante :

1 2 e n—1 n
o(l) o(2) -+ on—1) on)
Pour i # j, on appelle transposition la permutation ¢;; définie par :
ij(i) =J

o) =i
Vk € [n]\{i,j}, tij(k) =k

S~ -

1. Veérifier que Card(S,) = n!.

2. Veérifier que la table de composition du groupe S3 est donnée par :

o 1 c c t12  t13 o3 1= < 1 ; g )
1 1 C C/ t12 t13 tgg
, > 5

C/ C/ c 1 13 tog  t12 \ 1 2 3

C C 1 C t23 t12 t13 ou Cc = 2 3 1
tig | tiz tag tis 1 ¢ ¢

t13 | t13 ti2 t2z ¢ 1/

t t t t d ¢ 1 d = ! 3
23 | tog  t13  t12 31 2

Observer sur la table de composition que :
(a) Sz n’est pas abélien.
(b) La partie As = {1,¢,c'} est un sous-groupe de S3 appelé le groupe alterné.

3. Montrer par une récurrence sur l’entier n que le groupe symétrique S,, est engendré par les transpo-
sitions i.e. que toute bijection de [n] s’écrit comme la composition d’un nombre fini de transpositions
tij,i#jG[n].



4. Pour des entiers 1 <iy,149,...,1; < n deux a deux distincts, on appelle k-cycle de S, la permutation

. . i1 92 v lgp—1 0
(1112...'Lk):(. . k.l k)
io 43 - Ok 11
Combien y a-t-il de 2-cycles (i.e. de transpositions), de k-cycles dans S, 7
Donner une décomposition d’un k-cycle en transpositions.

Exercice 2

1. Montrer que tout sous-groupe G de Z est de la forme nZ pour un entier n € N.
(Utiliser la division euclidienne par le plus petit entier positif de G.)

2. Montrer que les groupes U,, des racines n-iémes de 'unité, n € N* sont les seuls sous-groupes finis
de C*.
(Commencer par montrer que tout sous-groupe fini est sur le cercle unité. On pourra ensuite utiliser
le théoréme de Lagrange.)

Opération d’un groupe sur un ensemble.

L’idée est de réaliser un groupe non pas comme une entité abstraite mais comme transforma-
tions d’un ensemble.
Soit G un groupe de neutre e et X un ensemble. On dit que 'application

GxX — X

77 (gr) — py(a)

est une opération a gauche de G sur X si :

Ve e X, ge(x) =2
et
Vg, €GNV € X, @gg(m) =y (¢} (x))

On notera S(X) I'ensemble des bijections de X.

— S(X)

est un morphisme de
— ©Dg

@ est une opération si et seulement si "application

groupes.
La relation ~ sur X définie par :
r~1 = JgeG /1 =p,x)

est une relation d’équivalence dont les classes sont appelées les orbites : I'orbite du point
x € X est donc
Ga::{g(a:) ) QEG}

L’ensemble G, = {g € G / ¢4(x) = x} s’appelle le stabilisateur (ou sous-groupe d’iso-
tropie) de z.
On notera X% = {z € X / Vg € G, p4(z) = x} I'ensemble des points fixes.

L’opération est dite transitive s’il n’y a qu'une seule orbite. En d’autres termes si tous les
points de X sont reliés par une transformation de G, ce qui s’écrit formellement :

Va,2' € G, 3g € G | 2’ = py(x)

L’opération est dite simple (ou libre) si le stabilisateur de chaque point est trivial i.e. si
Ve e X, G, = {e}.




Exercice 3 : Exemples d’opérations

1. Le groupe G'Lo(R) des matrices inversibles réelles de type 2 x 2 opére sur R? par multiplication

matricielle & gauche :
GLy(R) x R? — R?

7 (G) = a0)

(a) Montrer en utilisant un argument géométrique qu’il y a deux orbites : le singleton {(0,0)} et
le plan épointé R2\{(0,0)}.

(b) Donner une seconde preuve de ce fait en utilisant un argument plus algébrique.
(c) Déterminer le stabilisateur de (1,0).

(d) Qu’en est-il en dimension n?

2. Le sous-groupe G de GL2(R) défini par :
_ a 0 *+
G_{<0 b),a,be]R }

Déterminer les orbites et les stabilisateurs G, ).

opére par ¢ sur R

3. Mémes questions pour le sous-groupe :
G’:{< (g 2),@6R*+}

4. Mémes questions pour le groupe des rotations du plan :

Ty cosf) —sinf
O2(R)_{<sin9 cos 0 >’0€R}

(Commencer par lorbite du point (r,0), r € RT.)

5. Mémes questions pour le sous-groupe :
— cos hw sin hw
o sinhw cos hw

6. Soit V' C R3 un sous-espace vectoriel (donc en particulier un sous-groupe de (R3,+)). Confirmer
que 'application suivante :

VxR — R?

(V,Z) — T+

est une opération simple de V (i.e. VZ € R?, Vo = {0 }. Est-elle transitive ?

x



Exercice 4 : Opérations et matrices
Soit GL2(C) C M3(C) lensemble des matrices 2 X 2 inversibles & coefficients complexes.

1. (a) Montrer que 'application :

GLy(C) x M(C) — My(C)
(P, A) —s PAP7!

est une opération. Montrer qu’elle n’est ni transitive, ni simple.

(b) Soient z, 2z’ € C. Décrire 'orbite de < g ZO, > lorsque z # 2.

. . . 0
(¢) Une matrice A dont le spectre est {z} est-elle nécessairement dans 1’orbite de ( S ; ) ?

2. On consideére le groupe GL2(C) x GL2(C) pour la loi de composition * définie par :
(P.Q)* (P, Q") = (PP, QQ)
Montrer que ’application :

. (GLQ(C) X GLQ(C)) X MQ(C) — MQ((C)
7 (P,Q),A) — PAQ™!

est une opération. Montrer qu’il y a alors 3 orbites distinctes :

0 0 10 10
o(G0) - ollon)) ol 7))
(Penser auz transformations élémentaires sur les lignes et les colonnes de la matrice A.)

Exercice 5
On considére R? muni du produit scalaire canonique : < 2,y >= 191 + T2y2 + T3y3.

— =
r, T

On note Sy = {7, < @, 7 >= 1} C R? la sphére unité de centre (0,0,0). On considére 'opération :
O;(R) X SQ — SQ

par rotation autour de l'axe < (0,0, 1) >.
1. Ecrire cette action matriciellement.
2. Quelles sont les orbites?

3. Quels sont les points fixes?

Exercice 6 : Permutations et symétries

1. Soit V un R-espace vectoriel. Une application linéaire s € L£(V') est appelée une symétrie (ou une
involution) si so s = Idy.
(a) Montrer que V est somme directe de deux sous-espaces V1 et V™ stables pour s.

(b) Donner un exemple (i.e. faire une figure) de symétrie lorsque V = R? et dim(V+) = dim(V ™) =
1.

2. On considére a présent le triangle équilatéral tracé sur le cercle unité de R? de sommets P = {z =
(1,0),z9,23}. On se propose de déterminer le sous-groupe G des bijections linéaires du plan qui
stabilisent ’ensemble des sommets P.

(a) Donner six bijections linéaires f telles que f(P) = P et écrire leurs matrices dans la base
canonique.



(b) Soient f, f' deux bijections linéaires de R?. Montrer que si fir = f|’P, alors f = f'.

(c) Conclure que le groupe G est isomorphe au groupe des permutations Ss.

Exercice 7 : Un autre exemple d’opération de groupe

Soit 83 le groupe des permutations de 3 élémentes. On considére "appliction :

S3 x R3 — R3

70y (@1,@2,23) = (@o1(1) Tom1(2), T 1(3)

1. Montrer que ¢ est une opération fidéle. Peut-elle étre transitive ?
— S(X)

est injective.
o /

(Une action est dite fidéle si lapplication

2. Donner I’ensemble V des points fixes de R3.
3. Déterminer le groupe d’isotropie des points de R? et le cardinal des orbites.

4. Soit (e1, e2,e3) la base canonique de R3. Vérifier que R = {e; — e;,1 < i # j < 3} est globalement
Ss-invariant et que Sg opére transitivement sur .

5. Soit W I'hyperplan d’équation 1 + 2 + 23 = 0. Vérifier que R? =V @ W et déduire que V et W
sont les seuls sous-espaces propres Sz-invariants de R3.

(On pourra montrer que toul sous-espace invariant U non inclus dans V' contient nécessairement
R.)



