
Université Claude Bernard Lyon 1 2008-2009L3 Géométrie élémentaireFi
he 2 - Espa
es a�nes, appli
ations a�nesExer
i
e 11. (a) Rappeler la dé�nition d'un espa
e a�ne (X,
−→
E ) en termes d'opération de groupe.(b) Si K est un 
orps 
ommutatif, donner la stru
ture a�ne de K

n expli
itement.(
) Montrer que si −→F ⊂ K
n est un sous-espa
e, alors pour tout −→r = (r1, . . . , rn) ∈ K

n,le sous-ensemble −→r +
−→
F = {−→r + −→u , −→u ∈

−→
F } est un espa
e a�ne.2. Soient deux espa
es ve
toriels −→

E et −→
F , f :

−→
E →

−→
F une appli
ation linéaire et −→

b ∈
−→
F .Montrer que l'ensemble des solutions −→x de l'équation linéaire

f(−→x ) =
−→
b(s'il n'est pas vide) est un espa
e a�ne dont on déterminera la dire
tion.3. Soient (a0, a1, . . . , an) ∈ R

n+1 et ϕ : R → R une appli
ation 
ontinue. L'ensemble desappli
ations f : R → R de 
lasse Cn qui sont solutions de l'équation di�érentielle :
anf (n) + an−1f

(n−1) + . . . + a0f = ϕest-il un espa
e a�ne ? Dans l'a�rmative, quelle est sa dimension lorsque n = 2 ?4. Montrer que l'ensemble A des matri
es 3 × 3 de la forme :




1 + a − b a − b 0
0 2 2a − b
0 0 3



pour a, b ∈ R, est un espa
e a�ne.(Indi
ation : 
'est un sous-espa
e a�ne de l'espa
e ve
toriel M3(R)).5. Soient (a0, a1, . . . , ak−1) ∈ R
k et b ∈ R. L'ensemble des suites (un)n∈N de nombres réelsvéri�ant

un+k + ak−1un+k−1 + . . . + a1un+1 + a0un = best-il un espa
e a�ne ?6. Même question pour l'ensemble des appli
ations f : R → R véri�ant
∀x ∈ R, f(x + 1) = f(x) + 1
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Exer
i
e 2On 
onsidère dans l'espa
e R
3 = {(x, y, z), x, y, z ∈ R}, les plans P0 et P1 d'équations respe
tives

z = 0 et z = 1. On désigne par P
∗ l'ensemble des droites ve
torielles supplémentaires de P0 dans

R
3.1. Faire une �gure2. Donner une bije
tion de P

∗ sur P1. En déduire, en revenant à la dé�nition en terme detranslations, que P
∗ est un espa
e a�ne de dire
tion P0.3. En quoi P

∗ di�ère-t-il de la sphère unité S2 de R
3 ?(Penser à la proje
tion stéréographique)Exer
i
e 31. Soient E et F deux espa
es a�nes de dire
tions respe
tives −→E et −→F . Rappeler la dé�nitiond'une appli
ation a�ne f : E → F .2. Soient f, f ′ : E → F deux appli
ations a�nes.(a) Montrer que f ◦ f ′ est a�ne.(b) Montrer que f est bije
tive si et seulement si −→f :

−→
E →

−→
E est bije
tive et dans 
e
as, montrer que f−1 est a�ne.3. Soit f : E → E une bije
tion a�ne et O ∈ E. Montrer qu'il existe un unique 
ouple (g, τ)d'appli
ations a�nes de X telles que :� g(O) = O� τ est une translation� f = g ◦ τMontrer de plus que g ◦ τ = τ ◦ g si et seulement si −→f (−→u ) = −→u où −→u est le ve
teur de latranslation τ .Exer
i
e 4Soit X un espa
e a�ne (réel) de dire
tion −→

E , f : X → X une appli
ation a�ne et :
Xf = {x ∈ X / f(x) = x}l'ensemble des points �xes de f .1. Montrer que Xf ⊂ X est soit vide, soit un sous-espa
e a�ne de X dont on déterminera ladire
tion.2. Soit D une droite a�ne. Montrer que si f : D → D est a�ne et admet deux points �xes,alors f est l'appli
ation identité.3. Soit P un plan a�ne et D,D′ ⊂ P deux droites a�nes distin
tes, sé
antes en O ∈ P et dedire
tion respe
tives V ect(−→u ) et V ect(−→v ). Au point M = O +

−−→
OM = O + x−→u + y−→v , onasso
ie p(M) dé�ni par −−−−→Op(M) = x−→u . L'appli
ation p est la proje
tion sur D parallèlementà D′.(a) Faire un dessin de la situation.(b) Montrer que p est une appli
ation a�ne.(
) Déterminer l'ensemble des points �xes de p.(d) Une appli
ation a�ne f : P → P admettant deux points �xes est-elle l'identité ?4. Soient A,B,C trois points non alignés du plan P . On note :� h1 la proje
tion sur la droite (BC) parallèlement à la droite (CA).2



� h2 la proje
tion sur la droite (CA) parallèlement à la droite (AB).� h3 la proje
tion sur la droite (AB) parallèlement à la droite (BC).On pose h = h3 ◦ h2 ◦ h1 et f = h ◦ h.(a) Faire une �gure(b) Montrer que la restri
tion de f à la droite (AB) est l'identité. Qu'est l'appli
ation
f : P → P ?Exer
i
e 5 : Symétries a�nes.1. Une appli
ation a�ne f : X → X telle que f ◦ f = Id est appelée une symétrie de X. Onaimerait obtenir une version a�ne de l'exer
i
e 6 de la Fi
he 1.(a) Soit M un point de X. Montrer que le point milieu du segment [M,f(M)] dé�ni par :

[M,f(M)] = {M + t
−−−−−→
Mf(M), t ∈ [0, 1]}est un point �xe de f .(b) Donner l'ensemble des points �xes de f .(
) Donner deux sous-espa
es −→f stables V + et V − tels que −→

X = V + ⊕ V −.(d) Donner f(M) pour tout M ∈ X.2. Esquisser les symétries de R
2 et de R

3 en fon
tion de la dimension du sous-espa
e de sespoints �xes.Exer
i
e 6 : Symétries (suite)Soient P1, . . . , Pn, n points de l'espa
e a�ne X. Le but de 
et exer
i
e est de répondre auproblème (∗) suivant :Peut-on trouver n points M1, . . . ,Mn de X tels que pour tout i ≤ n − 1, Pi soit le pointmilieu du segment [Mi,Mi+1] et Pn soit le point milieu du segment [Mn,M1] ?On dit que f est une symétrie de 
entre P si P est l'unique point �xe de f . Soit fi la symétriede 
entre Pi.1. Montrer que pour tout i ≥ 2, Mi = fi−1 ◦ fi−2 ◦ . . . ◦ f1(M1).2. En déduire que le problème (∗) admet une solution si et seulement si fn ◦ fn−1 ◦ . . . ◦ f1admet un point �xe.3. Montrer que si n est impair, il y a une solution unique.4. Si n est pair, donner une 
ondition né
essaire et su�sante pour qu'il existe au moins unesolution. Est-elle unique ?5. Illustration dans le plan R
2 : faire la 
onstru
tion expli
ite pour P1 = (−1, 1), P2 =

(

0,
1

2

),
P3 = (1, 1), P4 = (1,−1), P5 = (−1,−1) ainsi que pour l'hexagone régulier.6. Déduire qu'étant donnés trois points P ,Q,R, il existe un unique triangle dont le milieu des
�tés sont 
es points.7. Montrer que pour que quatre points soient les milieux des 
�tés d'un quadrilatère, il fautet il su�t qu'ils soient les sommets d'un parallélogramme.
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Exer
i
e 7Soit X un espa
e a�ne réel de dire
tion −→
E , de dimension n.1. Dé
rire l'ensemble des appli
ations a�nes de X qui transforment toute droite en une droiteparallèle.2. Montrer que l'ensemble H des bije
tions a�nes f de X pour lesquelles −→f = ρId−→

E
, ρ ∈ R

∗,est un sous-groupe du groupe a�ne GA(X). Ce sous-groupe est appelé le groupe deshomothéties-translations de X.3. Dé
rire GA(X) lorsque n = 1.4. Montrer que h ∈ H\{IdX} admet un point �xe I si et seulement si ρ 6= 1. Montrer que Iest alors l'unique point �xe de h. On dit que ρ est le rapport et I le 
entre de l'homothétie
h.5. On dit que deux appli
ations f, f ′ : X → X 
ommutent si ∀x ∈ X, f(f ′(x)) = f ′(f(x)).Deux éléments h, h′ ∈ H\{IdX} 
ommutent-ils ?6. Montrer que si les points A,B,C sont alignés, alors il existe h ∈ H telle que h(A) = A et
h(B) = C. h est-elle unique ?7. Utiliser les homothéties-translations pour démontrer le Théorème de Désargues :Soient ABC et A′B′C ′ deux triangles sans sommet 
ommun et à 
�tés respe
tivementparallèles. Alors les droites (AA′), (BB′) et (CC ′) sont 
on
ourantes ou parallèles.Exer
i
e 8 (Partiel Avril 2006)Soient E un plan a�ne de dire
tion −→

E , muni d'un produit s
alaire < .|. > et h, h′ deux homo-théties de E de rapports respe
tifs ρ 6= 1 et ρ′ 6= 1 et de 
entres I, I ′ ave
 I 6= I ′.1. (a) Montrer que ∀M ∈ E\{I}, I appartient à la droite (Mh(M)).(b) On suppose ρρ′ 6= 1. Montrer que le 
entre I ′′ de l'homothétie h ◦ h′ appartient à ladroite (II ′).(On ne demande pas d'expli
iter I ′′)2. (a) Soient C = {M ∈ E / <
−−→
ΩM |

−−→
ΩM >= R2} le 
er
le de 
entre Ω et de rayon R et hune homothétie de E (de 
entre I et de rapport ρ). Montrer que h(C) est un 
er
ledont on déterminera le 
er
le et le rayon.(b) Soient C et C′ deux 
er
les de E de 
entres Ω et Ω′ et de rayons R et R′ ave
 R 6= R′.Montrer qu'il y a exa
tement deux homothéties h± (h+ de rapport positif et h− derapport négatif) telles que h±(C) = C′.(
) En 
onsidérant les images h±(D) de la droite D de la �gure 1, donner une 
onstru
tiongéométrique simple des 
entres I± des homothéties h±3. On 
onsidère à présent trois 
er
les C1, C2, C3 de E de 
entres et de rayons respe
tifs Ω1,

Ω2, Ω3 ; R1, R2, R3 (
entres et rayons deux à deux distin
ts). Soient h±

i , 1 ≤ i ≤ 3, leshomothéties telles que
h±

3 (C1) = C2, h±

1 (C2) = C3, h±

2 (C3) = C1On notera I±i les 
entres de h±

i , 1 ≤ i ≤ 3(a) Représenter les six 
entres d'homothéties I±i sur la �gure en bas de page.(b) Déterminer h+
2 ◦ h−

1 ◦ h−

3 .(
) En déduire que les points I−1 , I+
2 , I−3 sont alignés.(d) En pro
édant par analogie, montrer que les points I+

1 , I+
2 , I+

3 sont alignés.4
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Exer
i
e 9 (Partiel Avril 2004)Soit P un plan a�ne réel. On se donne quatre droites de P telles que deux quel
onques d'entreelles ne soient pas parallèles et trois quel
onques d'entre elles ne soient pas 
on
ourantes. Soit
(A,B,C,D,E, F ) l'ensemble de leurs six points d'interse
tion ave
 : A,B,C alignés, de mêmeque C,D,E ; E,F,B ; A,F,D.1. Faire une �gure.Soit I (resp. J , resp. K) le milieu de [AE] (resp. [BD], resp. [CF ]). Soit h l'homothétie de
entre A et de rapport 2, on notera alors β = h(J), et α = h(K). Soient h1 l'homothétiede 
entre E telle que h1(F ) = B et h2 l'homothétie de 
entre E telle que h2(C) = D.2. Montrer que h1 ◦ h2 = h2 ◦ h13. (a) Montrer que les droites (αC) et AF ) sont parallèles ainsi que les droites (βB) et

(AD). En déduire que (βB)et (αC) sont parallèles.(b) Montrer que h1(D) est sur la droite (βB).(
) En déduire que l'image par h1 ◦ h2 de la droite (αC) est la droite (βB).4. En faisant un travail analogue à 
elui dé
rit dans la question pré
édente, montrer quel'image par h2 ◦ h1 de la droite (αF ) est la droite (βD).5. En déduire que h1 ◦ h2(α) = h2 ◦ h1(α) = β.6. Montrer que E, β, α sont alignés. En déduire que I,J ,K sont alignés.
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