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he 5 - Géométrie a�ne eu
lidienneExer
i
e 1 : Dé
omposition 
anonique d'une isométrie a�neSoit E un espa
e a�ne de dire
tion −→
E e.v. eu
lidien.1. Soit −→

h ∈ O(
−→
E ). Montrer que Ker(−→h − Id−→

E
) =

(Im(
−→
h − Id−→

E
)
)⊥.Soit −→x ∈ Ker(−→h − Id−→

E
) : −→h (−→x ) = −→x .Soit −→y ∈ Im(

−→
h − Id−→

E
) : ∃−→z ∈ −→

E / −→y =
−→
h (−→z ) −−→z .Alors :

< −→x |−→y >=< −→x |−→h (−→z ) −−→z >=<
−→
h (−→x )|−→h (−→z ) > − < −→x |−→z >= 0Don
 Ker(−→h − Id−→

E
) ⊂

(Im(
−→
h − Id−→

E
)
)⊥.Or, d'après le théorème du rang, dimKer(−→h −Id−→

E
) = dim

−→
E−dim Im(

−→
h −Id−→

E
) = dim

(Im(
−→
h − Id−→

E
)
)⊥.En 
on
lusion, Ker(−→h − Id−→

E
) =

(Im(
−→
h − Id−→

E
)
)⊥.2. Soit f une isométrie de E. Montrer qu'il existe un unique 
ouple (g,−→u ) où g est une isométriede E admettant un point �xe et −→u ∈ Ker(−→f − Id−→

E
) tels que f = t−→u ◦ g = g ◦ t−→u .Existen
e.Soit A ∈ E. Notons A′ = f(A) ∈ E et −→a =

−−→
AA′.On a −→a ∈ −→

E = Ker(−→f − Id−→
E

) ⊕ Im(
−→
f − Id−→

E
).Ainsi, ∃−→x ∈ Ker(−→f − Id−→

E
),∃−→y ∈ Im(

−→
f − Id−→

E
) tels que −→a = −→x + −→y .On a −→

f (−→x ) = −→x et ∃−→z ∈ −→
E / −→y =

−→
f (−→z ) −−→z .Montrons que le point B = A −−→z est �xe par g = t−−→x ◦ f .

g(B) = t−−→x ◦f(B) = f(B)−−→x = f(A)−−→
f (−→z )−−→x = A+−→a −−→

f (−→z )−−→x = A+−→y −−→
f (−→z ) = A−−→z = BUni
ité.Supposons que f = t−→u ◦ g = t−→u ′ ◦ g′ ave
 g(B) = B, g(B′) = B′ et −→u ,

−→
u′ ∈ Ker(−→f − Id−→

E
).On a f(B) = B + −→u et f(B′) = B′ +

−→
u′ . Ainsi −→f (

−−→
BB′) =

−−−−−−−→
f(B)f(B′) =

−−→
BB′ +

−→
u′ −−→u .Don
 −→

u′ −−→u =
−→
f (

−−→
BB′) −−−→

BB′ ∈ Im(
−→
f − Id−→

E
) ∩Ker(−→f − Id−→

E
).Ainsi d'après 1, −→u =

−→
u′ et alors g = g′.Commutativité.Soit M ∈ E. Alors :

g ◦ t−→u (M) = g(M + −→u ) = g(M) + −→g (−→u ) = g(M) +
−→
f (−→u ) = g(M) + −→u = t−→u (g(M)) = t−→u ◦ g(M)Montrer que si on a une expression f = t−→v ◦ g = g ◦ t−→v , ave
 g isométrie ayant un point �xe,alors né
essairement −→v ∈ Ker(−→f − Id−→

E
)

B + −→v = g(B) + −→v = t−→v ◦ g(B) = g ◦ t−→v (B) = g(B + −→v ) = g(B) + −→g (−→v ) = B +
−→
f (−→v )Ainsi −→f (−→v ) = −→v . 1



3. Soit f une isométrie de E telle que fn (n ≥ 2) ait un point �xe. Montrer que f a un point�xe.Comme f ∈ Iso(E), il existe un unique 
ouple (g,−→u ) tel que f = g ◦ t−→u ◦ t−→u ◦ g ave
 g isométrie ayantun point �xe et −→u ∈ −→
E .Alors fn = tn−→u ◦ g ave
 g isométrie ayant un point �xe. Comme fn a un point �xe, on a fn = g et don


n−→u =
−→
0 , autrement dit −→u =

−→
0 .Don
 f = g : isométrie ayant un point �xe.Exer
i
e 2 : ExemplesRe
onnaître les appli
ations a�nes suivantes de R

2 ou R
3 et pré
iser leurs éléments 
ara
téris-tiques :1. f1 :

{
x′ = −y + 1
y′ = −x + 1

: on a X ′ = A1X + B1 ave
 A1 =

(
0 −1

−1 0

) et B1 =

(
1
1

).On a 
lairement A1 ∈ O(E) et det(A1) = −1 : f1 est don
 une isométrie du plan, et plus pré
isément unantidépla
ement du plan.Etudions −→f1 la partie linéaire de f1.
−→u =

(
a
b

)
∈ E1(

−→
f1) ⇐⇒

(
0 −1
−1 0

)(
a
b

)
=

(
a
b

)
⇐⇒

{
−b = a
−a = b

⇐⇒ −→u ∈ V ect

((
1
−1

))Comme dim(E1) = 1, −→
f1 est la symétrie orthogonale par rapport à la droite ve
torielle dirigée par

−→u =

(
1
−1

).Etudions f1. Cher
hons les points �xes de f1.Soit X = (x, y) ∈ E : f1(X) = X ⇐⇒
{

x = −y + 1
y = −x + 1

⇐⇒ y = −x + 1Ainsi, f1 a une droite de points �xes, d'équation y = −x + 1 :Finalement,f1 est don
 la ré�exion par rapport à la droite d'équation y = −x + 12. f2 :

{
x′ = y − 1
y′ = x + 3

: on a X ′ = A2X + B2 ave
 A2 =

(
0 1
1 0

) et B2 =

(
−1

3

).On a 
lairement A2 ∈ O(E) et det(A2) = −1 : f2 est don
 une isométrie du plan, et plus pré
isément unantidépla
ement du plan.Etudions −→f2 la partie linéaire de f2.
−→u =

(
a
b

)
∈ E1(

−→
f2) ⇐⇒

(
0 1
1 0

)(
a
b

)
=

(
a
b

)
⇐⇒

{
b = a
a = b

⇐⇒ −→u ∈ V ect

((
1
1

))Comme dim(E1) = 1, −→
f2 est la symétrie orthogonale par rapport à la droite ve
torielle dirigée par

−→u =

(
1
1

).Etudions f2. Cher
hons les points �xes de f2.Soit X = (x, y) ∈ E : f2(X) = X ⇐⇒
{

x = y − 1
y = x + 3

⇐⇒
{

y = x + 1
y = x + 3Ainsi, f2 n'a pas de points �xes. C'est don
 une symétrie glisée : f2 = t−→u ◦s = s◦t−→u où s est une symétriepar rapport à une droite D et −→u ∈ −→

D .La droite D 
orrespond aux points X = (a, b) ∈ E tels que −−−−−→
Xf2(X) soit 
olinéaire à (

1
1

).2



−−−−−→
Xf2(X) ∈ V ect

(
1
1

)
⇐⇒

(
y − x − 1
x − y + 3

)
∈ V ect

(
1
1

)
⇐⇒ y − x − 1 = x − y + 3 ⇐⇒ y = x + 2Don
 la droite D de la ré�exion est la droite d'équation y = x + 2.De plus, on a −→u =

−−−−→
Af(A) pour A ∈ D.Par exemple pour A = (0, 2), on a −−−−→

Af(A) =

(
1
1

).
f2 est don
 la symétrie glissée par rapport à la droite d'équation y = x + 2 et de ve
teur (

1
1

)3. f3 :

{
x′ = −y + 1
y′ = x − 1

: on a X ′ = A3X + B3 ave
 A3 =

(
0 −1
1 0

) et B2 =

(
1

−1

).On a 
lairement A3 ∈ O(E) et det(A3) = 1 : f3 est don
 une isométrie du plan, et plus pré
isément undépla
ement du plan.Etudions −→f3 la partie linéaire de f3.
−→u =

(
a
b

)
∈ E1(

−→
f3) ⇐⇒

(
0 −1
1 0

)(
a
b

)
=

(
a
b

)
⇐⇒

{
−b = a
a = b

⇐⇒ −→u =
−→
0Comme dim(E1) = 0, −→f3 est don
 une rotation ve
torielle d'angle θ véri�ant 2 cos(θ) = tr(A) = 0 :

θ = ±π

2Or det(−→e1 ,
−→
f3(

−→e1)) =

∣∣∣∣
1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1 don
 sin(θ) > 0 : on a θ =
π

2On a don
 −→
f3 rotation ve
torielle d'angle θ =

π

2
.Etudions f3. Cher
hons les points �xes de f3.Soit X = (x, y) ∈ E : f3(X) = X ⇐⇒

{
x = −y + 1
y = x − 1

⇐⇒
{

y = −x + 1
y = x − 1

⇐⇒
{

x = 1
y = 0Ainsi, f3 a un unique point �xe : le point A = (1, 0).

f3 est don
 la rotation de 
entre A = (1, 0) et d'angle π

24. f4 :






x′ = −z − 2
y′ = −x + 1
z′ = y + 1

: on a X ′ = A4X + B4 ave
 A4 =




0 0 −1
−1 0 0
0 1 0



 et B4 =




−2

1
1



.On a 
lairement A4 ∈ O(E) et det(A4) = 1 : f4 est don
 une isométrie de l'espa
e, et plus pré
isémentun dépla
ement de l'espa
e.Etudions −→f4 la partie linéaire de f4.
−→u =




a
b
c



 ∈ E1(
−→
f4) ⇐⇒




0 0 −1
−1 0 0
0 1 0








a
b
c



 =




a
b
c



 ⇐⇒






a = −c
a = −b
b = c

⇐⇒ −→u ∈ V ect




−1
1
1



Comme dim(E1) = 1, −→f4 est don
 une rotation ve
torielle autour de l'axe V ect




−1
1
1



 et d'angle θ.On a 2 cos θ + 1 = tr(A4) =⇒ cos θ =
−1

2
=⇒ θ = ±2π

33



De plus, le signe de θ est du signe de det(−→x ,
−→
f4(

−→x ),−→u ) où −→u =




−1
1
1



 et −→x 6∈ V ect(−→u )I
i :
det(−→e1 ,

−→
f4(

−→e1),−→u ) =

∣∣∣∣∣∣

1 0 −1
0 −1 1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= −1Ainsi, −→f4 est la rotation ve
torielle d'axe dirigé par −→u =




−1
1
1



 et d'angle −2π

3Etudions f4. Cher
hons les points �xes de f4.Soit X = (x, y) ∈ E : f4(X) = X ⇐⇒






x = −z − 2
y = −x + 1
z = y + 1

⇐⇒






x = −z − 2
y = z + 3
z = z + 4Ainsi, f4 n'a pas de point �xe : 
'est un vissage f = r ◦ t−→u ◦ t−→u ◦ r où r est une rotation d'axe D et où

−→u ∈ −→
D .L'axe D de r 
orrespond aux points X de E tels que −−−−→

Xf(X) =




−z − x − 2
−x − y + 1
y − z + 1



 ∈ V ect




−1
1
1



.
−−−−→
Xf(X) ∈ −→

D ⇐⇒
{

−z − x − 2 = x + y − 1
−x − y + 1 = y − z + 1

⇐⇒
{

2x + y + z + 1 = 0
x + 2y − z = 0

⇐⇒






y = −z − 2

3

y = z +
1

3
z = zOn a don
 l'axe de r : D =

(
−2

3
,
1

3
, 0

)
+ V ect




−1
1
1



De plus −→u =
−−−−→
Af(A) pour tout A ∈ D. En parti
ulier pour A =

(
−2

3
,
1

3
, 0

), on a −−−−→
Af(A) =




−4/3
4/3
4/3



Ainsi f4 est don
 un vissage d'axe D =

(
−2

3
,
1

3
, 0

)
+ V ect




−1
1
1



 et de ve
teur −→u =
4

3




−1
1
1



5. f5 :






x′ = −z + 2
y′ = −x + 1
z′ = y + 1

: on a X ′ = A5X + B5 ave
 A5 =




0 0 −1
−1 0 0
0 1 0



 et B5 =




2
1
1



.On a 
lairement A5 ∈ O(E) et det(A5) = 1 : f5 est don
 une isométrie de l'espa
e, et plus pré
isémentun dépla
ement de l'espa
e.Immédiatement A5 = A4 et don
 −→
f5 est également la rotation ve
torielle d'axe dirigé par −→u =




−1
1
1



et d'angle −2π

3Etudions f5. Cher
hons les points �xes de f5.Soit X = (x, y) ∈ E : f5(X) = X ⇐⇒






x = −z + 2
y = −x + 1
z = y + 1

⇐⇒






x = −z + 2
y = z − 1
z = zAinsi, f5 a une droite de points �xes : la droite D = (2,−1, 0) + V ect




−1
1
1



4



Ainsi f5 est don
 la rotation d'axe D = (2,−1, 0) + V ect




−1
1
1



 et d'angle −2π

36. f6 :






x′ = −z + 2
y′ = x + 1
z′ = y + 1

: on a X ′ = A6X + B6 ave
 A6 =




0 0 −1
1 0 0
0 1 0



 et B6 =




2
1
1



.On a 
lairement A6 ∈ O(E) et det(A6) = −1 : f6 est don
 une isométrie de l'espa
e, et plus pré
isémentun antidépla
ement de l'espa
e.Etudions −→f6 la partie linéaire de f6.
−→u =




a
b
c



 ∈ E1(
−→
f6) ⇐⇒




0 0 −1
1 0 0
0 1 0








a
b
c



 =




a
b
c



 ⇐⇒






a = −c
a = b
b = c

⇐⇒ −→u =
−→
0Comme dim(E1) = 0, −→f6 est don
 une 
omposée 
ommutative −→r ◦ −→s = −→s ◦ −→r où −→r est une rotationve
torielle d'axe E−1 et où −→s est est la symétrie orthogonale par rapport à (E−1)

⊥.
−→u =




a
b
c



 ∈ E−1(
−→
f6) ⇐⇒




0 0 −1
1 0 0
0 1 0








a
b
c



 =




−a
−b
−c



 ⇐⇒






a = c
a = −b
b = c

⇐⇒ −→u ∈ V ect




1

−1
1





(E−1)
⊥ =





−→u =




a
b
c



 ∈ R
3 /




a
b
c



 .




1

−1
1



 = 0




 =





−→u =




a
b
c



 ∈ R
3 / a − b + c = 0




De plus, l'angle θ de la rotation véri�e 2 cos θ − 1 = tr(A6) = 0 : θ = ±π

3En�n, on sait que sin θ est du signe de det(−→x ,
−→
f6(

−→x ),−→u ) où −→u =




1

−1
1



 et où −→x 6∈ V ect(−→u ).
det(−→e1 ,

−→
f6(

−→e1),−→u ) =

∣∣∣∣∣∣

1 0 1
0 1 −1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= 1 > 0Finalement −→

f6 est la 
omposée −→r ◦ −→s = −→s ◦ −→r où −→s est la symétrie orthogonale par rapport au planve
toriel −→P d'équation x− y + z = 0, et −→r est la rotation ve
torielle d'axe −→D = V ect




1

−1
1



 et d'angle
π

3
.Etudions f6. Cher
hons les points �xes de f6.Soit X = (x, y) ∈ E : f6(X) = X ⇐⇒






x = −z + 2
y = x + 1
z = y + 1

⇐⇒






x = −z + 2
2y = 2
z = y + 1

⇐⇒






x = 0
y = 1
z = 2Ainsi f6 a un unique point �xe : le point A = (0, 1, 2). f6 est don
 une 
omposée d'une rotation et d'unesymétrie dont les axes et plans passent par le point A. L'axe de la rotation est don
 D = A +

−→
D et leplan de la symétrie est don
 P = A +

−→
PFinalement, f6 est la 
omposée r ◦ s = r ◦ s où r est la rotation d'axe D = (0, 1, 2)+V ect




1

−1
1



 et d'angle
π

3
et où s est la symétrie par rapport au plan d'équation x − y + z − 1 = 0.5



Exer
i
e 3 : Groupe diédralDans le plan a�ne eu
lidien E, soit P un polygone 
onvexe régulier à n 
�tés (n ≥ 3), de sommets
A0, . . . , An−1.

Dn = {f : E → E, f a�ne , f(P ) = P}1. Montrer que Dn est un sous-groupe �ni de Iso(E). On l'appelle le groupe diédral d'ordre n.On prend 
omme origine du plan le point O isobary
entre des sommets de P . On 
hoisit un axe (Ox) etune unité de longueur de manière à avoir le ve
teur −−→OA0 unitaire. On identi�e E ave
 le plan 
omplexe :les sommets de P sont alors les points d'a�xes exp

(
2ikπ

n

)
, k = 0..n − 1.Soit f ∈ Dn. Montrons que f est bije
tive.Le polygone P engendre le plan E (
ar il 
ontient trois points non alignés). De plus f(E) 
ontient

f(P ) = P qui engendre E tout entier. Ainsi f(E) = E et f est surje
tive. Comme dimE est �nie, on a fbije
tive.Montrer que Dn est un sous-groupe du groupe a�ne.En e�et, IdE(P ) = P : IdE ∈ Dn.De plus, si g ∈ Dn, on a g(P ) = P ⇔ g−1(P ) = P . Don
 ∀f, g ∈ Dn, f ◦ g−1(P ) = f(P ) = P .Don
 Dn est un sous-groupe du groupe a�ne GA(E).Pourquoi Dn est �ni ?Pour tout f ∈ Dn, on a f(P ) = P : f induit don
 une permutation σf de l'ensemble des sommets de P .Comme on a de manière 
laire σf◦g = σf ◦ σg, l'appli
ation ϕ : f 7→ σf est un morphisme de groupes de
Dn dans Sn.De plus, si σf = IdSn , on a f = IdE 
ar l'ensemble des sommets de P 
ontient au moins trois points nonalignés �xes. Ainsi ϕ est inje
tif.On en déduit que |Dn| ≤ |Sn| = n!. En parti
ulier Dn est un groupe �ni.Remarquons déjà que tout f ∈ Dn doit laisser �xe l'isobary
entre O des sommets de P .Pourquoi a-t-on Dn ⊂ Iso(E) ?Notons Ai = f(A0), Aj = f(A1) et Ak = f(An−1. Ce sont des sommets de P . Comme f est a�nebije
tive, 
'est un homéomorphisme de E qui envoie la frontière de P sur la frontière de P . Ainsi, lessegments f([A0A1]) = [AiAj], f([A0, An−1]) = [AiAk] sont né
essairement les deux arêtes de P issues dupoint Ai.On sait qu'il existe un unique isométrie g qui envoie le triangle A0A1An−1 sur le triangle AiAjAk. On aalors né
essairement f = g 
ar f et g 
oin
ident sur le repère a�ne A0A1An−1. Ainsi tout f ∈ Dn est uneisométrie.2. Dans Dn, déterminer le stabilisateur d'un sommet Ai de P . En déduire le 
ardinal de Dn.Cher
hons le stabilisateur de A0 : (Dn)A0

= {f ∈ Dn / f(A0) = A0}.Soit f ∈ Dn tel que f(A0) = A0. Comme f est un homéomorphisme, f([A0A1]) est un autre segment dela frontière de P reliant A0 à un autre sommet de P : 
e ne peut être que [A0A1] ou [A0An−1].La symétrie orthogonale s par rapport à l'axe (Ox) et IdE sont des éléments de Dn qui �xent A0 etenvoient A1 sur A1 ou An−1.Ce sont les seuls 
ar (O,A0, A1) est un repère a�ne qui 
ara
térise de manière unique l'appli
ation a�ne
f .

(Dn)A0
= {IdE , s}

6



Quelle est l'orbite du point A0 ?Pour tout i, la symétrie orthogonale par rapport à la médiatri
e du segment [AiAi+1] est 
lairement unélément de Dn et envoie le point Ai sur le point Ai+1. Par 
omposition de telles symétries, on peut don
envoyer A0 sur n'importe quel autre sommet.
Orb(A0) = P = {A0, A1, . . . , An−1}Or, on sait que |Orb(A0)| =

|Dn|
|(Dn)A0

| .On en déduit don
 que le 
ardinal de Dn est 2n.3. Dé
rire les éléments de Dn et montrer que Dn =< r, s > ave
 r, s tels que :
rn = IdE , s2 = IdE , (sr)2 = IdEOn admettra que tout groupe �ni G =< r, s >, |G| = n ave
 r, s véri�ant les trois 
onditionspré
édentes est isomorphe à Dn.On 
onnaît 2n éléments évidents dans Dn :� les n rotations éléments du groupe 
y
lique {IdE , r, r2, . . . , rn−1} où r est la rotation de 
entre O etd'angle 2π

n
.� les isométries indire
tes s, sr, . . . , srn−1 qui sont des symétries 
ar elles laissent O �xe.Ce sont don
 exa
tement les 2n éléments de Dn.Si n est impair, les symétries pré
édentes sont les n symétries par rapport aux médiatri
es des 
�tés. Si

n est pair, on a n

2
symétries par rapport aux médiatri
es et n

2
symétries par rapport aux bisse
tri
es.Ainsi :

Dn = {IdE , r, . . . , rn−1, s, sr, . . . , srn−1}Autrement dit, Dn =< r, s > ave
 rn = IdE , s2 = IdE et (sr)2 = IdE .4. Soit G un sous-groupe �ni de Iso(E). Montrer que G est isomorphe à Z/nZ ou à Dn.Soit G un sous-groupe �ni de Iso(E) de 
ardinal �ni n.Soit A1 ∈ E. Notons Orb(A1) = {A1, A2, . . . , Ak} l'orbite (�nie) de A1 sous l'a
tion du groupe G. Alorstout élément g ∈ G permute les éléments de Orb(A1) : il laisse �xe l'isobary
entre O de 
es points.Tous les éléments de G ont don
 au moins un point �xe 
ommun O. Choisissons un repère orthonormé
(O,

−→
i ,

−→
j ) : on peut alors identi�er E ave
 le plan 
omplexe.Supposons que G ⊂ Iso+(E), ave
 |G| = n. Alors tout élément g ∈ G est une rotation de 
entre O, dela forme z 7→ eiθgz. Ainsi {eiθg , g ∈ G} est un sous-groupe �ni du groupe (C∗, .). G est alors isomorphe à

Un. Ainsi G ≃ Z/nZ.Si G 
ontient un antidépla
ement s, alors s laisse �xe O est une symétrie orthogonale par rapport à unedroite D passant par O.Alors G = G+ ∪ sG−, |G| = 2n ave
 G+ = {IdE , r, . . . , rn−1} 
y
lique d'après 
e qui pré
ède, engendrépar une rotation r d'angle 2π

n
. Puisque rs est un antidépla
ement qui a un point �xe O, 
'est une symétrieorthogonale et don
 (rs)2 = IdE .On a alors G ≃ Dn.
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Exer
i
e 4 (Partiel Septembre 1997)Soit E un espa
e a�ne eu
lidien de dimension 2, de dire
tion −→
E , muni d'un repère orthonormal

(O,
−→
i ,

−→
j ). On 
onsidère les points :

A = O +
−→
i +

−→
j , B = O −−→

i +
−→
j , C = O −−→

i −−→
j , D = O +

−→
i −−→

jOn désigne par G l'ensemble des isométries a�nes de E laissant globalement invariant l'ensemble
{A,B,C,D}.1. Montrer que tout élément de G laisse le point O invariant.On a : −→

OA +
−−→
OB +

−−→
OC +

−−→
OD =

−→
0Ainsi, O est l'isobary
entre des points A,B,C,D. Ainsi, tout élément de G �xe le point O.2. Montrer que, (G, ◦) est un groupe isomorphe à un sous-groupe du groupe orthogonal O(

−→
E ).

IdE ∈ G.
∀f ∈ G, f est bije
tive et f({A,B,C,D}) = {A,B,C,D} ⇔ f−1({A,B,C,D}) = {A,B,C,D}.D'où ∀f, g ∈ G, f ◦ g−1({A,B,C,D}) = f({A,B,C,D}) = {A,B,C,D}.Ainsi (G, ◦) est bien un groupe en tant que sous-groupe de Iso(E).De plus, 
omme tout élément de G �xe le point O, on peut identi�er 
haque appli
ation a�ne et sa partielinéaire : ainsi (G, ◦) est isomorphe à un sous-groupe de O(

−→
E ).3. Montrer que G est isomorphe à un sous-groupe du groupe symétrique S4.Pour tout f ∈ G, on a f({A,B,C,D}) = {A,B,C,D} : f induit don
 une permutation σf de l'ensembledes sommets {A,B,C,D}. Comme on a de manière 
laire σf◦g = σf ◦ σg, l'appli
ation ϕ : f 7→ σf est unmorphisme de groupes de G dans S4.De plus, si σf = IdS4

, on a f = IdE 
ar f �xe quatre points non alignés. Ainsi ϕ est inje
tif.Ainsi, G est isomorphe à un sous-groupe du groupe symétrique S4.4. Trouver un sous-groupe 
y
lique d'ordre 4 de G.Soit f l'isométrie qui 
orrespond à la permutation 
ir
ulaire A 7→ B 7→ C 7→ D 7→ A.Alors, on a 
lairement f4 = IdE et ainsi {IdE , f, f2, f3} est un sous-groupe de G, d'ordre 4 qui est
y
lique.5. Trouver tous les éléments de G.Soit r l'appli
ation telle que :
r(A) = B, r(B) = C, r(C) = D, r(D) = AMontrons que r est la rotation d'angle π

2On a −→r (
−→
i +

−→
j ) = −−→

i +
−→
j et −→r (−−→

i +
−→
j ) = −−→

i −−→
j ).On en déduit que −→r (

−→
i ) =

−→
j et −→r (

−→
j ) = −−→

i .
−→r a pour matri
e (

0 −1
1 0

).On en déduit que l'angle de la rotation θ véri�e 2 cos θ = 0 : θ = ±π

2
. Or r(

−→
i ) =

−→
j et (

−→
i ,

−→
j ) est unebase orthonormée dire
te don
 θ =

π

2
. On a don
 r = rπ/4On en déduit que r2 = sO. et r3 = r−1 est la rotation d'angle −π

2
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Posons s la symétrie par rapport à l'axe (Ox). Alors s est 
lairement dans G et on a :
s(A) = D, s(D) = A, s(B) = C, s(C) = BPar 
omposition s ◦ r est également dans G : on a

s ◦ r(A) = s(B) = C, s ◦ r(B) = s(C) = B, s ◦ r(C) = s(D) = A, s ◦ r(D) = s(A) = DOn voit que s ◦ r est la symétrie par rapport à la droite (BD).De même s ◦ r2 = −s = s
V ect(

−→
j )

: on a
s ◦ r2(A) = B, s ◦ r2(B) = A, s ◦ r2(C) = D, s ◦ r2(D) = CEn�n s ◦ r3 est 
ara
térisée par :
s ◦ r3(A) = A, s ◦ r3(B) = D, s ◦ r3(C) = C, s ◦ r3(D) = BOn voit que s ◦ r3 est la symétrie par rapport à la droite (AC).6. Dresser la table de G.On obtient fa
ilement la table suivante :
◦ IdE rπ/4 sO r3π/4 s(Ox) s(BD) s(Oy) s(AC)

IdE IdE rπ/4 sO r3π/4 s(Ox) s(BD) s(Oy) s(AC)

rπ/4 rπ/4 sO r3π/4 IdE s(AC) s(Ox) s(BD) s(Oy)

sO sO r3π/4 IdE r s(Oy) s(AC) s(Ox) s(BD)

r3π/4 r3π/4 IdE rπ/4 sO s(BD) s(Oy) s(AC) s(Ox)

s(Ox) s(Ox) s(BD) s(Oy) s(AC) IdE rπ/4 sO r3π/4

s(BD) s(BD) s(Oy) s(AC) s(Ox) r3π/4 IdE rπ/4 sO

s(Oy) s(Oy) s(AC) s(Ox) s(BD) sO r3π/4 IdE rπ/4

s(AC) s(AC) s(Ox) s(BD) s(Oy) rπ/4 sO r3π/4 IdE7. Montrer que G est engendré par deux symétries orthogonales par rapport à des droites.D'après la table et 
e qui pré
ède, on a vu que G =< r, s > où s est déjà une symétrie orthogonale parrapport à une droite D = (Ox) et r une rotation d'angle θ = π
2Exprimons r = s′ ◦ s où s′ est une symétrie orthogonale par rapport à une droite D′.En e�et, il su�t de prendre s′ de telle sorte que l'angle entre D et D′ soit égal à θ

2
, autrement dit π

4
. :on prend don
 s′ = s(AC).Alors G =< s(Ox), s(AC) >
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Exer
i
e 5 : Sous-groupes �nis de Iso
+(E), dim(E) = 3Soit E un espa
e a�ne eu
lidien de dimension 3, Iso+(E) le groupe des dépla
ements de E.Soit G un sous-groupe �ni, d'ordre n ≥ 2, de Iso+(E).1. Montrer que G est isomorphe à un sous-groupe �ni de O+(

−→
E ) où −→

E est la dire
tion de E.De même que dans l'exer
i
e pré
édent, si on 
onsidère un point quel
onque A, alors tout élément g ∈ G�xe l'isobary
entre de l'orbite de 
e point. On peut alors identi�er appli
ation a�ne et partie linéaire.
G peut don
 être 
onsidéré 
omme un sous-groupe �ni de O+(

−→
E ).Dans la suite, on identi�era don
 E à −→

E et G sera 
onsidéré 
omme un sous-groupe �ni de
O+(E), d'ordre n ≥ 2.2. Soit S2 la sphère unité de E. Véri�er que toute rotation r ∈ O+(E)\{IdE} �xe exa
tementdeux points de S2.Une rotation r de l'espa
e (di�érente de IdE) a 
omme points �xes les points de son axe D. Cet axe passepar O et ne 
oupe la sphère unité qu'en deux points distin
ts.3. On appelle p�le de G tout point de S2 invariant par (au moins) une rotation de G\{IdE}. Onnote P l'ensemble des p�les de G. Montrer que P est globalement invariant sous l'a
tion de
G.L'ensemble P est invariant par l'a
tion d'un élément g0 ∈ G.En e�et, pour tout M ∈ P, M est un p�le pour une 
ertaine fon
tion f ∈ G.

g0 ◦ f ◦ g−1
0 (g0(M)) = g0 ◦ f(M) = g0(M)Ainsi g0(M) est en
ore un p�le pour la fon
tion g0 ◦ f ◦ g−1

0 ∈ G.4. Soit H un groupe �ni quel
onque et X un ensemble (�ni) sur lequel agit H. Notons k lenombre d'orbites sous 
ette a
tion. Montrer la formule de Burnside
k =

1

|H|
∑

h∈H

|Fix(h)|où Fix(h) = {x ∈ X / h(x) = x} désigne l'ensemble des points �xes par hSupposons pour 
ommen
er qu'il n'y ait qu'une seule orbite.Notons S = {(h, x) ∈ H × X / h(x) = x}.D'une part |S| =
∑

h∈H

|Fix(h)|. D'autre part, |S| =
∑

x∈X
|Hx| =

∑
x∈X

|G|
|X| = |G|.Supposons à présent qu'il y ait k orbites O1, . . . ,Ok. Alors

1

|G|
∑

h∈H

|Fix(h)| =
∑

h∈H

k∑

i=1

|FixOi
(h)| =

k∑

i=1

1 = k5. En déduire que le nombre d'orbites pour l'a
tion de G sur P est 2 ou 3.On a don
 d'après la question pré
édente,
k =

1

|G|
∑

g∈G

|Fix(g)|L'élément IdE ∈ G a exa
tement |P| points �xes. Les autres éléments de G ont 2 points �xes. On a don

k =

1

n
(|P| + 2(n − 1))Comme on a 2 ≤ |P| ≤ 2(n − 1), on a

2 ≤ k ≤ 4(n − 1)

n
= 4

(
1 − 1

n

)
< 4Ainsi k = 2 ou k = 3. 10



6. Montrer que si l'a
tion admet 2 orbites, alors G est isomorphe à Z/nZ.Supposons qu'il y ait 2 orbites. Alors |P| = 2 : tous les éléments de G distin
ts de l'identité admettentles deux points P et P ′ pour p�les, ie ont don
 tous le même axe D de rotation don
 stabilisent tout leplan orthogonal à 
et axe D⊥.A toute rotation g ∈ G, on asso
ie don
 
anoniquement une rotation f(g) dans 
e plan, ie un isomorphisme
f : G → f(G). Ainsi f(G) est un sous-groupe d'ordre n du groupe des rotations de R

2 don
 un groupe
y
lique d'ordre n. Ainsi G est isomorphe à Z/nZ.7. On suppose que l'a
tion admet 3 orbites : {P1,P2,P3} ave
 |P1| ≥ |P2| ≥ |P3|. On note pour
i = 1, 2, 3 : ni = |Gi| où Gi désigne le stabilisateur d'un point de Pi.(a) Montrer que pour tout i = 1..3, on a |Pi| =

|G|
ni

.Soit x0 �xé dans une orbite Pi.Soit y ∈ Pi �xé. On a y = g0(x0) pour un 
ertain g0 ∈ G. Etudions
H = {g ∈ G / g(x0) = g0(x0) = y}On a :

g ∈ H ⇐⇒ g(x0) = g0(x0) ⇐⇒ g−1
0 ◦ g(x0) = x0 ⇐⇒ g−1

0 ◦ g ∈ Gx0
⇐⇒ g ∈ g0Gx0On a 
lairement H en bije
tion ave
 Gx0

.On peut réaliser 
e
i pour tout y ∈ Pi. On peut don
 réaliser une relation d'équivalen
e sur G dontles 
lasses d'équivalen
es ont toutes un 
ardinal égal à Gx0
et il y a exa
tement |Pi| orbites. On adon
 :

|G| = ni|Pi|(b) Déterminer tous les triplets possibles (n1, n2, n3).On a 3n = |P| + 2(n − 1), on a don
 |P| = n + 2. Ainsi :
n + 2 = |P1| + |P2| + |P3| =

n

n1
+

n

n2
+

n

n3Autrement dit,
1

n1
+

1

n2
+

1

n3
= 1 +

2

nOn a don
 1 <
3

n1
: on a ainsi n1 = 2.

1

n2
+

1

n3
=

1

2
+

2

nOn a don
 1

2
<

2

n2
: don
 n2 = 2 ou n2 = 3.Lorsque n2 = 3, on a

1

n3
=

1

6
+

2

ndon
 n3 = 3 ou n3 = 4 ou n3 = 5.(
) Montrer que si n2 = 2, alors on a n pair et G est isomorphe au groupe diédral Dn
2Supposons que n1 = n2 = 2. On a alors |P3| = |P| − |P1| − |P2| = n + 2 − n

2
− n

2
= 2On note P3 = {P,−P}. Le stabilisateur GP de P est d'ordre n

2
. De même que dans le 
as k = 2, ona GP isomorphe à Z/

n

2
Z. Si g ∈ G ne stabilise pas P , alors on a g(P ) = −P et g(−P ) = P : don
 gest un demi-tour d'ordre 2. Ainsi G est isomorphe à Dn/211



(d) Montrer que si n2 = n3 = 3, alors G est isomorphe au groupe alterné A4.Alors n = 12, |P1| = 6, |P2| = 4 et |P3| = 4.Toute rotation g ∈ G laisse P2 globalement invariant, don
 induit une permutation σg de P2 et ona un morphisme ϕ : g 7→ σg.Si g ∈ Kerϕ, alors σg = Id et g �xe 4 points non alignés de R
3 : g = IdE . Ainsi ϕ(G) est unsous-groupe de S4 d'ordre 12 : ainsi G est isomorphe à A4.(e) Montrer que si n2 = 3 et n3 = 4, alors G est isomorphe au groupe symétrique S4.On a dans 
e 
as n = 24, |P1| = 12, |P2| = 8 et |P3| = 6.Soit P un point de Pi. Le point −P , symétrique de P par rapport à O, a le même stabilisateur que

P . Comme n1, n2, n3 sont distin
ts, P ′ appartient né
essairement à l'orbite Pi. Dans 
haque orbite
Pi, on peut don
 asso
ier les points par 
ouples de points symétriques ±P .On 
onsidère P1 ∈ P2. On a |GP1

| = n2 = 3. Soit g ∈ GP1
ave
 g 6= IdE . On a o(g) = 3 : 
'est unerotation autour de l'axe (−P1, P1) et d'angle ±2π

3
.On 
onsidère P2 ∈ P2\{±P1}. Alors P2, P3 = g(P2), P4 = g2(P2) sont les sommets d'un triangleéquilatéral dans un plan Π perpendi
ulaire à (−P1, P1). Leurs symétriques −P2, −P3, −P4 ap-partiennent au plan symétrique Π′. Les plans Π et Π′ sont distin
ts sinon tout g ∈ G qui laissestable P2 = {±P1,±P2,±P3,±P4}, devrait laisser le plan Π invariant, ainsi que sa perpendi
ulaire

(−P1, P1). On voit que G laisserait stable (−P1, P1), 
e qui est impossible vu les 
ardinaux des troisorbites.Les segments [P1P2], [P1P3] et [P1P4] et leurs symétriques ont la même longueur. Et 
e raisonnements'applique également aux autres 
ouples autres que ±P1. Les points de P2 sont les sommets d'un 
ube
Γ que G laisse invariant et dont les 4 
ouples ±Pi 
onstituent les grandes diagonales. Tout g ∈ Gdétermine une permutation σg de 
es 4 droites. On a don
 un morphisme de groupes ϕ : g 7→ σg.Soit g ∈ Ker(ϕ), g laisse stable la droite (−Pi, Pi) pour tout i = 1..4. Supposons qu'il existe i telque g(Pi) = −Pi. Alors g est un demi-tour par rapport à une droite ∆ perpendi
ulaire en O à
(−Pi, Pi). Comme g laisse �xe deux points seulement de la sphère S2 et que dans P2 on a 8 points,né
essairement il existe deux autres 
ouples ±Pk et ±Pl que g é
hange. Comme (O,Pi, Pk, Pl) estun repère a�ne, on a g = sO. Mais 
e
i est impossible 
ar sO est un antidépla
ement. Don
 g laisse�xes les huit points de P2 et g = IdE . Ainsi ϕ est inje
tif, de G dans S4 ave
 |G| = |S4| = 24. C'estdon
 un isomorphisme de G sur le groupe des dépla
ements qui 
onservent un 
ube Γ : 
'est S4.(f) Montrer que si n2 = 3 et n3 = 5, alors G est isomorphe au groupe alterné A5.Dans 
e 
as, on a n = 60. On a alors |P1| = 30, |P2| = 20 et |P3| = 12.Comme n1, n2, n3 sont distin
ts, on peut 
omme dans le 
as pré
édent asso
ier les points par 
ouples
±P dans 
haque orbite.Soit P1 ∈ P3. On a |GP1

| = 5. Soit g ∈ GP1
ave
 g 6= IdE : o(g) = 5. C'est une rotation autour de

(−P1, P1), d'angle ±2π

5
.On 
onsidère P2 6∈ {±P1}. Alors P2, P3 = g(P2), P4 = g2(P2), P5 = g3(P2), P6 = g4(P2) sontles sommets d'un pentagone régulier dans un plan Π perpendi
ulaire à (−P1P1). Leurs symétriques

P ′
2, . . . , P

′
6 appartiennent au plan symétrique Π′. Comme dans le 
as pré
édent, on a Π 6= Π′. Comme
e
i est vrai pour n'importe quel 
ouple ±Pi de P3, les points de P3 sont les sommets d'un i
osaèdrerégulier Γ que G laisse invariant. Comme 
e groupe est A5 de 
ardinal 60, on a G ≃ A5.
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Exer
i
e 6 : Groupe des similitudesSoit E un espa
e a�ne eu
lidien de dire
tion −→
E .Une appli
ation f : E → E est appelée une similitude si f 
onserve les rapports de distan
e,
'est-à-dire il existe kf ∈ R

+∗ tel que
(∗) ∀M,N ∈ E, ‖−−−−−−−→f(M)f(N)‖ = k‖−−→MN‖On note Sim(E) l'ensemble des similitudes de E.1. Montrer que Sim(E) est un sous-groupe du groupe a�ne GA(E).Soit A ∈ E et h l'homotéhtie hA,kf

. Alors g = h−1◦f est une isométrie de E. Ainsi g est a�ne et bije
tive,don
 f = h ◦ g ∈ GA(E).La relation (∗) montre également que f−1 ∈ Sim(E) ave
 kf−1 =
1

kf
.Pour f, f ′ ∈ Sim(E), la relation (∗) montre à l'éviden
e que f ◦ f ′ ∈ Sim(E) ave
 kf◦f ′ = kfkf ′ .Ainsi Sim(E) est un sous-groupe de GA(E).2. Montrer que les groupes T (E) des translations de E, H des homothéties-translations de E,et Iso(E) des isométries de E sont des sous-groupes distingués de Sim(E).Le groupe des isométries est 
lairement un sous-groupe distingué de Sim(E) puisque Iso(E) = Ker(ϕ1)ave
 ϕ1 : f 7→ kf morphisme de groupes entre Sim(E) et R

+∗.De même, T (E) = Ker(ϕ2) ave
 ϕ2 : f 7→ −→
f morphisme de groupes entre Sim(E) et GL(

−→
E )Egalement, H(E) = ϕ2(G

′) ave
 G′ = {λId−→
E

, λ ∈ R
∗}, G′ est un sous-groupe distingué de GL(

−→
E ). Ainsi

H(E) est un sous-groupe distingué de Sim(E).3. Soit f ∈ Sim(E). Supposons que f ait un unique point �xe A. Montrer qu'il existe ununique 
ouple (g, h) où g est une isométrie et h une homothétie de rapport positif telles que
f = g ◦ h = h ◦ g.Soit A le point �xe de f . On pose h = hA,kf

. Alors g = h−1 ◦ f est une isométrie de E. On a f = h ◦ g et
A est �xe par f , g, h. Etablir que h ◦ g = g ◦ h revient à montrer que −→

h ◦ −→g = −→g ◦ −→h , 
e qui est véri�épuisque −→
h = kf Id−→

E
est dans le 
entre de GL(

−→
E ).Soit f = h′ ◦ g′ = g′ ◦ h′, une expression de f , où g′ est une isométrie et où h′ est une homothétie de
entre A′ de rapport positif. Ce rapport est né
essairement kf .Comme g′ ◦h′ ◦g′−1 est l'homothétie de 
entre g′(A′), de même rapport que h′, le fait que g′ ◦h′ ◦g′−1 = h′implique g′(A′) = A′. Ainsi A′ est �xe par h′, par g′ et par f . Il est don
 égal à l'unique point �xe A de

f . Les homothéties h et h′ ont même 
entre et même rapport : elles sont don
 égales et g = h−1 ◦ f estégale à g′.4. Soit f ∈ Sim(E) tel que kf 6= 1. Montrer que f admet un unique point �xe A.Supposons que kf 6= 1. On a Ker(−→f − Id−→
E

) = {−→0 }. Ainsi 1 n'est pas valeur propre de −→
f et f a ununique point �xe A.Autre méthode : si kf < 1, f est une 
ontra
tion sur E espa
e 
omplet.Don
 d'après le théorème du point�xe, f admet un point �xe. Si kf > 1, on applique le résultat à f−1.

13



Exer
i
e 7 : Expression 
omplexeOn identi�e le plan a�ne eu
lidien muni d'un repère orthonormal au plan 
omplexe.1. Montrer que le groupe Iso+(E) des dépla
ements du plan est l'ensemble des appli
ations :
fa,θ : z 7−→ eiθ z + a, ave
 a ∈ C, θ ∈ [0, 2π[Le stabilisateur Iso+

O de l'origine dans Iso+(E) est l'ensemble des rotations de la forme z 7→ eiθz.Soit f un dépla
ement de E. Posons O′ = f(O) et −→a =
−−→
OO′. Alors t−−→a ◦ f = g ∈ Iso+

O, est de la forme
z 7→ eiθz et don
 f = t−→a ◦ g a pour expression z 7→ eiθz + a, ave
 a l'a�xe de −→a .Ré
iproquement, si f a 
ette expression, elle est 
omposée de la rotation rO,θ et de la translation dé�niepar a : 
'est un dépla
ement.2. Montrer que le groupe Iso−(E) des antidépla
ements du plan est l'ensemble des appli
ations :

ga,θ : z 7−→ eiθ z + a, ave
 a ∈ C, θ ∈ [0, 2π[Donner l'expression 
anonique de ga,θ.Soit g ∈ Iso−(E). La symétrie s : z 7→ z est un élément de Iso−(E) don
 f = g ◦ s ∈ Iso+(E) est de laforme z 7→ eiθz + a et g = f ◦ s est de la forme z 7→ eiθz + a.Tout antidépla
ement de E est une symétrie glissée : on a g = t−→x ◦ s où s est une symétrie orthogonalequi 
ommute ave
 t−→x .On a g ◦ g = t2−→x ◦ s2 = t2−→x . Or :
g(g(z)) = eiθ(eiθz + a) + a = z + eiθa + adon
 −→x a pour a�xe 1

2

(
eiθa + a

) et :
s(z) = (t−−→x ◦ g)(z) = eiθz + a − 1

2
eiθa − 1

2
a = eiθz +

1

2

(
a − eiθa

)On a g(0) = a don
 (
a
2

) appartient à l'axe de la symétrie s. C'est un point �xe pour s (on le voit aussidans l'expression de s) et on a don
 dire
tement l'expression de s. −→s = −→g a pour expression : z 7→ eiθz.L'axe de la symétrique s est la droite D passant par A
(

a
2

) telle que l'angle (Ox,D) =
θ

2
[π].Puisque s(z) − a

2
= eiθ

(
z − a

2

), en plaçant l'origine en A, l'expression de s devient Z 7→ eiθZ.3. Déterminer l'expression 
omplexe des similitudes du plan.Soit f ∈ Sim(E). On pose k = kf . Soit h l'homothétie dé�nie par h : z 7→ kz. On a vu que h−1 ◦ f = gest une isométrie. Si f est dire
te, alors g est dire
te, d'expression z 7→ eiθz +β. On en déduit l'expressiondes similitudes dire
tes :
f : z 7→ keiθz + b = az + b, a ∈ C

∗Si a 6= 1, sa,b admet un unique point �xe d'a�xe b

1 − a
.De même, les similitudes indire
tes auront pour expression :

f : z 7→ az + b, a ∈ C
∗Pour |a| 6= 1, l'unique point �xe de f est aussi le point �xe de la similitude dire
te f ◦f : z 7→ aaz+ab+b.Il a pour a�xe ab + b

1 − |a|2 . 14



Exer
i
e 8 : Inversion planeSoit E un plan a�ne eu
lidien muni d'un (O,
−→
i ,

−→
j ) un repère orthonormé de E.Soit A ∈ E et k ∈ R

+∗. On dé�nit IA,k l'inversion de p�le A et de rapport k par :
∀M ∈ E\{A}, IA,k(M) = A +

k

‖−−→AM‖2

−−→
AMAutrement dit, A,M, IA,k(M) sont alignés et <

−−→
AM |−−−−−−→AIA,k(M) >= k.On notera I l'inversion de p�le O et de rapport k.1. Montrer que pour tous points A,B de E\{O}, on a :

‖−−−−−−→I(A)I(B)‖ =
k‖−−→AB‖

‖−→OA‖ ‖−−→OB‖On a :
OA.OI(A) = OB.OI(B) = kOn a don


OA

OB
=

OI(B)

OI(A)don
 les triangles OAB et OI(B)I(A) sont indire
tement semblables. On a don
 :
I(A)I(B)

AB
=

OI(A)

OBEn�n, on a :
I(A)I(B) = AB.

OI(A)

OB
=

AB.OA.OI(A)

OA.OB
=

kAB

OA.OB

O A A′

B

B′

2. Soit M(x, y) ∈ E\{O}. Déterminer les 
oordonnées du point I(M).On note M = (x, y) et M ′ = I(M) = (x′, y′). Il existe λ ∈ R tel que x′ = λx, y′ = λy et :
<

−−→
OM |

−−−→
OM ′ >= k ⇐⇒ λx2 + λy2 = k ⇐⇒ λ =

k

x2 + y2Ainsi, on a :
x′ =

kx

x2 + y2
, y′ =

ky

x2 + y2

15



3. En déduire l'expression 
omplexe de l'inversion I.Si z = x + iy, ave
 x, y ∈ R, alors z′ l'a�xe de I(M) est :
z′ = x′ + iy′ =

kx + iky

x2 + y2
=

k

x − iy
=

k

z4. Montrer que I est involutive (i.e. I2 = IdE\{O}) On en déduit immédiatement que
I(I(z)) =

k

I(z)
= zdon
 I2 = Id et I est bien involutive.5. Montrer que l'ensemble des points �xes de I est le 
er
le de 
entre O et de rayon √

k, appeléle 
er
le d'inversion de I.On a pour tout point M de E\{O},
I(M) = M ⇐⇒

{
kx

x2+y2 = x
ky

x2+y2 = y
⇐⇒

{
x(x2 + y2 − k) = 0
y(x2 + y2 − k) = 0

⇐⇒ x2 + y2 = k6. Montrer que :(a) Une droite de E est invariante par I si et seulement si elle passe par O.(b) L'image par I d'une droite ne passant pas par O est un 
er
le passant par O, privé de
O.(
) L'image par I d'un 
er
le passant par O, privé de O, est une droite ne passant pas par
O.(d) L'image par I d'un 
er
le ne passant pas par O est un 
er
le ne passant pas par O.Soit D une droite d'équation ax+by+c = 0 ave
 a, b, c ∈ R tel que (a, b) 6= (0, 0). Comme I est involutive,on a

I(D) : a
kx

x2 + y2
+ b

ky

x2 + y2
+ c = 0autrement dit

c(x2 + y2) + akx + bxy = 0Si c 6= 0, on a O 6∈ D, alors I(D) est un 
er
le d'équation x2 + y2 +
ak

c
x +

bk

c
y = 0 qui passe par O.Si c = 0, on a O ∈ D et alors I(D) = DSoit C un 
er
le d'équation x2 + y2 + 2ax + 2by + c = 0 où a, b, c ∈ R. Alors I(C) a pour équation :

(
kx

x2 + y2

)2

+

(
ky

x2 + y2

)2

+ 2a
kx

x2 + y2
+ 2b

ky

x2 + y2
+ c = 0
e qui revient à :

c(x2 + y2) + 2akx + 2bxy + k2 = 0Si c = 0, on a O ∈ C et I(C) est une droite ne passant pas par O.Si c 6= 0, on a O 6∈ C et I(C) est un 
er
le ne passant par O.7. Soient f, g deux inversions.
16



(a) Montrer que f ◦ g ◦ f−1 est soit une inversion, soit une ré�exion (dans le plan privé d'auplus trois points)On 
hoisit une origine en le p�le de f , de sorte que dans le plan 
omplexe, on a :
f : z 7→ k

zIl existe a ∈ C, λ ∈ R
+∗ tels que

g : z 7→ a +
λ

z − aSi a = 0, 
'est-à-dire si f et g ont le même p�le, alors f ◦ g ◦ f−1 est l'inversion de p�le O et derapport k2

λSi a 6= 0, on a alors pour tout z ∈ C,
f(z) =

k

z
si z 6= 0

g ◦ f(z) = a +
λ

(k/z) − a
= a +

λz

k − az
si z 6= k

a

f ◦ g ◦ f(z) =
k

a + λz
k−az

=
k(k − az)

ak + (λ − |a|2)z si z 6= ak

|a|2 − λSi λ = |a|2, alors f ◦ g ◦ f est une symétrie par rapport à une droite, 
'est-à-dire une ré�exion.Si λ 6= |a|2, alors
f ◦ g ◦ f(z) =

ak

|a|2 − λ
+

λk2

(|a|2−λ)2

z −
(

ak
|a|2−λ

)Ainsi f ◦ g◦ est l'inversion de p�le ak

|a|2 − λ
, et de rapport λk2

(|a|2 − λ)2
.(b) Dans le 
as où h = f ◦ g ◦ f−1 est une inversion, en notant C le 
er
le d'inversion de g,montrer que le 
er
le d'inversion de h est f(C).On suppose que f ◦ g ◦ f−1 soit une inversion, et notons C le 
er
le d'inversion de g. On a pour toutpoint M de E,

f ◦ g ◦ f−1(M) = M ⇐⇒ g(f−1(M)) = f−1(M) ⇐⇒ f−1(M) ∈ C ⇐⇒ M ∈ f(C)Exer
i
e 9 : Homographies du plan 
omplexe 
omplétéSoit E un plan a�ne eu
lidien muni d'un repère orthonormé dire
t (O,−→e1 ,−→e2) que l'on identi-�era au plan 
omplexe P.La fon
tion 
omplexe z 7→ 1

z
a pour ensemble de dé�nition C

∗ = C\{0}. Pour se débarasser de la
ontrainte z 6= 0, on ajoute à C un élément noté ∞, n'appartenant pas à C et on pose Ĉ = C∪{∞}ave
 les 
onventions : 1

0
= ∞ et 1

∞ = 0.On appelle plan de Gauss P̂ = P ∪ {Ω} où P est le plan 
omplexe et où Ω est un pointn'appartenant pas à P et d'a�xe ∞, appelé le point à l'in�ni de P̂.Soient a, b, c, d ∈ C non tous nuls. On dé�nit une appli
ation f : Ĉ → Ĉ de la manière suivante :17



� ∀z ∈ C / cz + d 6= 0, f(z) =
az + b

cz + d
.� ∀z ∈ C / cz + d = 0, f(z) = ∞.� Si c 6= 0, f(∞) =

a

c
.� Si c = 0 et a 6= 0, f(∞) = ∞.� Si a = c = 0 et d 6= 0, f(∞) =

b

d
.� Si a = c = d = 0, f(∞) = ∞.1. Montrer que f ainsi dé�nie est une bije
tion de Ĉ si et seulement si ad − bc 6= 0.On appelle une telle fon
tion une homographie.1er 
as : c = d = 0.Alors, pour tout z ∈ Ĉ, f(z) = ∞, f est don
 
onstante, don
 non bije
tive.2ème 
as : c = 0 et d 6= 0.Alors

∀z ∈ C, f(z) =
a

d
z +

b

d
6= ∞

f(∞) = ∞ si a 6= 0, f(∞) =
b

d
si a = 0

f est don
 bije
tive si et seulement si a

d
6= 0, don
 si et seulement si ad − bc 6= 0.3ème 
as : c 6= 0.Si z 6= −d

c
et z 6= ∞,

f(z) =
a
c (cz + d) + b − ad

c

cz + d
=

a

c
+

bc − ad

c2

1

z + d
cet

f

(
−d

c

)
= ∞, f(∞) =

a

cOn a don
 f = s2 ◦ σ ◦ s1, ave
 :
∀z ∈ C, s1(z) = z +

d

c
, s1(∞) = ∞

∀z ∈ C
∗, σ(z) =

1

z
, σ(0) = ∞, σ(∞) = 0

∀z ∈ C, s2(z) =
a

c
+

bc − ad

c2
z, s2(∞) = ∞Les appli
ations s1 et σ sont bije
tives et l'appli
ation s2 est bije
tive si et seulement si bc − ad 6= 0.2. Montrer que l'appli
ation ré
iproque d'une homographie est une homographie.En e�et, 
ela dé
oule de la dé
omposition pré
édente f = s2 ◦ σ ◦ s13. On dé�nit un 
er
le de P̂ 
omme un 
er
le de P. Une droite de P̂ est la réunion d'une droitede P et du point à l'in�ni Ω.Montrer que l'image par une homographie d'un 
er
le ou une droite de P̂ est un 
er
le ouune droite de P̂.Il su�t de montrer le résultat pour l'appli
ation σ pré
édente. Soit C un 
er
le ou une droite de P̂ , qui apour équation

αzz + βz + βz + γ = 018



ave
 α, γ ∈ R, α 6= 0 si C est un 
er
le, α = 0 si C est une droite.1er 
as : C est un 
er
le qui ne passe pas par O. Alors les 
omplexes α et γ sont non nuls. On pose
z′ =

1

z
. L'équation pré
édente devient

α

z′z′
+

β

z′
+

β

z′
+ γ = 0soit

α + βz′ + βz′ + γz′z′ = 0qui est l'équation d'un 
er
le qui ne passe pas par O.2ème 
as : C est un 
er
le passant par O. On a α 6= 0 et γ = 0. Si z 6= 0, z′ =
1

z
véri�e l'équation

α + βz′ + βz′ = 0, qui est une équation de droite. si z = 0, z′ = ∞. L'image de C est don
 une droite nepassant pas par O.3ème 
as : C est une droite ne passant pas par O. σ est involutive, don
 l'image de C est un 
er
le passantpar O.4ème 
as : C est une droite passant par O. On a α = γ = 0. z′ véri�e le système βz′ + βz′ = 0 : 
'estdon
 une droite passant par O.4. Soit f1 et f2 les homographies dé�nies par
f1(z) =

z − 1

z + 1
, f2(z) =

z − i

z + iMontrer que f1 et f2 envoient respe
tivement le demi-plan droit ∆ = {z ∈ C / Re(z) > 0} etle demi-plan supérieur H = {z ∈ C / Im(z) > 0} sur le disque unité D = {z ∈ C / |z| < 1}.Déterminer leur appli
ation ré
iproque.
∣∣∣∣
z − 1

z + 1

∣∣∣∣ < 1 ⇐⇒ |z − 1|2 < |z + 1|2 ⇐⇒ z + z > 0 ⇐⇒ Re(z) > 0

∣∣∣∣
z − i

z + i

∣∣∣∣ < 1 ⇐⇒ |z − i|2 < |z + i|2 ⇐⇒ (−2i)(z − z) > 0 ⇐⇒ Im(z) > 0De plus :
z′ =

z − 1

z + 1
⇐⇒ z′(z + 1) = z − 1 ⇐⇒ z(z′ − 1) = −1 − z′ ⇐⇒ z =

−z′ − 1

z′ − 1

z′ =
z − i

z + i
⇐⇒ z′(z + i) = z − i ⇐⇒ z(z′ − 1) = −i − iz′ ⇐⇒ z =

−iz′ − i

z′ − 15. Montrer que si (z1, z2, z3) et (z′1, z
′
2, z

′
3) sont trois triplets d'éléments distin
ts de Ĉ, alors ilexiste une et une seule homographie f telle que

f(z1) = z′1, f(z2) = z′2, f(z3) = z′3Montrons que pour tout triplet (z1, z2, z3) d'éléments distints de Ĉ, il existe une et une seule homographie
f telle que

f(z1) = 0, f(z2) = 1, f(z3) = ∞Il su�t de prendre : 19



Si z1, z2, z3 ∈ C,
f(z) =

z − z1

z − z3
× z2 − z3

z2 − z1Si z1 = ∞,
f(z) =

z2 − z3

z − z3Si z2 = ∞,
f(z) =

z − z1

z − z3Si z3 = ∞,
f(z) =

z − z1

z2 − z1On a ainsi montré que l'a
tion des homographies sur les triplets de Ĉ distin
ts est transitive.Regardons le stabilisateur du triplet (0, 1,∞).Soit f(z) =
az + b

cz + d
tel que f(0) = 0, f(1) = 1 et f(∞) = ∞.On a f(0) =

b

d
= 0, don
 b = 0.On a f(∞) =

a

c
= ∞, don
 c = 0.On a f(1) =

a

d
= 1, don
 a = d.Ainsi, f(z) = z. L'a
tion est bien simple.Soient a, b, c, d ∈ Ĉ tels que a, b, c soient distin
ts. Soit h0 l'unique homographie telle que

h0(a) = ∞, h0(b) = 0 et h0(c) = 1.On dé�nit le birapport de a, b, c, d, noté [a, b, c, d] 
omme la valeur h0(d) ∈ Ĉ.6. Pour tout z ∈ Ĉ, 
al
uler [∞, 0, 1, z]On a montré que si f �xait le triplet (0, 1,∞), 
'était f(z) = z.Don

[∞, 0, 1, z] = z7. Montrer que le birapport est invariant par homographie, 
'est-à-dire si f est une homogra-phie, alors

[f(a), f(b), f(c), f(d)] = [a, b, c, d](On pourra 
onsidérer l'homographie h0f
−1)Soit h1 telle que

h1(f(a)) = ∞, h1(f(b)) = 0, h1(f(c)) = 1On a don
 :
[f(a), f(b), f(c), f(d)] = h1(f(d))Mais alors h1 ◦ f est une (et don
 unique) homographie qui envoie a sur ∞, b sur 0 et c sur 1. On a don


[f(a), f(b), f(c), f(d)] = h0(d) = [a, b, c, d]8. Donner une formule pour le birapport [a, b, c, d]On a :
h0(z) =

z − b

z − a

c − a

c − bDon
 :
[a, b, c, d] =

d − b

d − a
c − a

c − b20



Exer
i
e 10 : Puissan
e d'un point par rapport à un 
er
leSoit E un plan a�ne eu
lidien. Soit Ω ∈ E et R ≥ 0. Soit C le 
er
le de 
entre Ω et de rayon R.1. Soit M ∈ E. Soit D une droite passant par M et interse
tant le 
er
le en deux points A et B(éventuellement 
onfondus). On note A′ le point de C diamétralement opposé à A. Montrerque :
<

−−→
MA|−−→MB >=<

−−→
MA|

−−→
MA′ >= ‖−−→ΩM‖2 − R2En parti
ulier, 
ette valeur ne dépend pas de la droite D 
hoisie. On appelle puissan
e de

M par rapport au 
er
le C le réel :
C(M) =<

−−→
MA|−−→MB >

b

b

b

b

b

Ω

M

A

B

A′

On a :
<

−−→
MA|−−→MB >=<

−−→
MA

∣∣−−→MA′ +
−−→
A′B >=<

−−→
MA

∣∣−−→MA′ >=<
−−→
MΩ +

−→
ΩA

∣∣−−→MΩ −−→
ΩA >= ‖−−→ΩM‖2 − R22. Soit M ∈ E un point extérieur à C. Soient T et T ′ les points de 
onta
t des tangents à Cissues de M . Montrer que

C(M) = ‖−−→MT‖2 = ‖
−−→
MT ′‖2

b

b

b

bΩ

M

T

T ′

On a qu'à appliquer Pythagore :
ΩM2 = MT 2 + ΩT 221



3. Dans un repère orthonormé (O,
−→
i ,

−→
j ) de E, on note :

C : x2 + y2 − 2ax − 2by + c = 0Montrer que pour tout point M(x0, y0) ∈ E, on a :
C(M) = x2

0 + y2
0 − 2ax0 − 2by0 + cPuisque Ω(a, b) et R2 = a2 + b2 − c, on a :

C(M) = ΩM2 − R2 = (x − a)2 + (y − b)2 − (a2 + b2 − c) = x2 + y2 − 2ax − 2by + c4. Soient A,B,C,D quatre points de E non alignés 3 à 3, et tels que (AB) ne soit pas parallèleà (CD). Notons M = (AB)∩ (CD). Montrer que A,B,C,D, sont 
o
y
liques si et seulement si
<

−−→
MA|−−→MB >=<

−−→
MC|−−→MD >Dire
tement, si A,B,C,D sont 
o
y
liques, alors

<
−−→
MA|−−→MB >= C(M) =<

−−→
MC|−−→MD >Ré
iproquement, supposons que <

−−→
MA|−−→MB >=<

−−→
MC|−−→MD >. Notons D′ le point d'interse
tion de (Cet (MC). On a :

<
−−→
MC|−−→MD >=<

−−→
MA|−−→MB >= C(M) =<

−−→
MC|

−−−→
MD′ >d'où D′ = D 
ar M 6= C.5. Soient A,B,C trois points de E non alignés. Soit M ∈ (AB). Montrer que le 
er
le 
ir
ons
rità ABC est tangent à (MC) si et seulement si

<
−−→
MA|−−→MB >= ‖−−→MC‖2Même raisonnement que la question pré
édente.6. On dit que deux 
er
les C et C′ sont orthogonaux et on note C ⊥ C′ si et seulement s'ilssont sé
ants en deux points distin
ts, notés A et B, et que les tangentes en A à C et C′ sontorthogonales.Soit C un 
er
le de 
entre Ω et de rayon R, C′ un 
er
le de 
entre Ω′ et de rayon R′.Montrer que :

C ⊥ C′ ⇐⇒ R2 + R′2 = ‖
−−→
ΩΩ′‖2 ⇐⇒ C(Ω′) = R′2 ⇐⇒ C′(Ω) = R2

b b

b

Ω Ω′

A

22



On utilise Pythagore dans le triangle ΩΩ′A. et C(Ω′) = ΩΩ′2 − R2, et C′(Ω) = Ω′Ω2 − R′2.7. On 
onsidère les équations de C et C′ dans un repère orthonormé (O,
−→
i ,

−→
j ) :

C : x2 + y2 − 2ax − 2by + c = 0, C′ : x′2 + y′2 − 2ax′ − 2by′ + c′ = 0Montrer que
C ⊥ C′ ⇐⇒ 2aa′ + 2bb′ = c + c′Comme Ω = (a, b), Ω′ = (a′, b′), R2 = a2 + b2 − c, R′2 = a′2 + b′2 − c′, on a :

R2 + R′2 − ΩΩ′2 = 2aa′ + 2bb′ − c − c′Exer
i
e 11 : Axe radi
al de deux 
er
les, Centre radi
al de trois 
er
lesSoit E un espa
e a�ne eu
lidien de dimension 2. On garde les notations de l'exer
i
e 9 
on
er-nant C(M) la puissan
e d'un point M par rapport à un 
er
le C.Soient C et C′ deux 
er
les de E de 
entres Ω 6= Ω′.1. Montrer que l'ensemble
∆C,C′ = {M ∈ E / C(M) = C′(M)}est une droite de E. On l'appelle axe radi
al de C et C′.On note I le milieu de [ΩΩ′]. On a, pour tout point M de E,

M ∈ ∆C,C′ ⇐⇒ ΩM2 − R2 = Ω′M2 − R′2 ⇐⇒ ΩM2 − Ω′M2 = R2 − R′2Mais
ΩM2 − Ω′M2 = (

−→
ΩI +

−−→
IM )2 − (

−→
Ω′I +

−−→
IM)2 = 2 <

−−→
ΩΩ′|−−→IM >Ainsi, on a :

M ∈ ∆C,C′ ⇐⇒ 2 <
−−→
ΩΩ′|−−→IM >= R2 − R′2Don
 ∆C,C′ est une droite, perpendi
ulaire à (ΩΩ′) en un point L ∈ (ΩΩ′) tel que IL =

R2 − R′2

2ΩΩ′

b bbb

Ω Ω′I

L

∆C,C′

2. Montrer que ∆C,C′ ⊥ (ΩΩ′).On l'a vu à la question pré
édente.3. On suppose que C ∩ C′ = {A,B} ave
 A 6= B. Montrer que ∆C,C′ = (AB).
23



b b

b

b

Ω Ω′

A

B

∆C,C′

On a {
C(A) = C′(A) = 0
C(B) = C′(B) = 0

⇐⇒
{

A ∈ ∆C,C′

B ∈ ∆C,C′

⇐⇒ ∆C,C′ = (AB)4. On suppose que C ∩ C′ = {A}. Montrer que ∆C,C′ est la tangente 
ommune aux 
er
les en A.
b bb

Ω Ω′
A

∆C,C′

5. On se pla
e dans un repère orthonormé (O,
−→
i ,

−→
j ). On donne les équations :

C : x2 + y2 − 2ax − 2by + c = 0, C′ : x′2 + y′2 − 2ax′ − 2by′ + c′ = 0Montrer que la droite ∆C,C′ a pour équation :
2(a′ − a)x + 2(b′ − b)y + (c − c′) = 0Soit M(x, y) ∈ E. On a :

M ∈ ∆C,C′ ⇐⇒ x2 +y2−2ax−2by+c = x2 +y2−2a′x−2b′y+c′ ⇐⇒ 2(a′−a)x+2(b′−b)y+(c−c′) = 06. Soient C,C′, C′′ trois 
er
les de 
entres Ω,Ω′,Ω′′ non alignés.(a) Montrer que les trois axes radi
aux ∆C,C′, ∆C,C′′ et ∆C′,C′′ sont 
on
ourants en un point
γ, que l'on appelle 
entre radi
al de C, C′ et C′′.
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b b

b

Comme Ω,Ω′,Ω′′ sont non alignés, les axes radi
aux ∆C,C′ et ∆C,C′′ sont sé
ants en un point noté γ.On a : {
C(γ) = C′(γ)
C(γ) = C′′(γ)

=⇒ C′(γ) = C′′(γ) =⇒ γ ∈ ∆C′,C′′(b) On suppose que C ∩ C′ = ∅. Construire ∆C,C′ en utilisant un 
er
le C′′ sé
ant à C et C′.Il existe un 
er
le C′′ sé
ant à C et à C′. Le 
entre radi
al γ de C, C′, C′′ est le point d'interse
tion desaxes radi
aux ∆C,C′′ et ∆C′,C′′ .L'axe radi
al ∆C,C′ est alors la perpendi
ulaire à (ΩΩ′) passant par γ.
b b

(
) Montrer que si C,C′ et C′′ sont 2 à 2 orthogonaux, alors leur 
entre radi
al est l'ortho-
entre du triangle ΩΩ′Ω′′.
{

C′′ ⊥ C
C′′ ⊥ C′ =⇒

{
C(Ω′′) = R′′2

C′(Ω′′) = R′′2 =⇒ C(Ω′′) = C′(Ω′′) =⇒ Ω′′ ∈ ∆C,C′ =⇒ (γΩ′′) ⊥ (ΩΩ′)Exer
i
e 12 : Fais
eaux linéaires de 
er
lesSoit E un espa
e a�ne eu
lidien de dimension 2. On 
onsidère deux 
er
les C et C′ de E de
entres Ω et Ω′� Si Ω 6= Ω′, on appelle fais
eau linéaire de 
er
les dé�ni par C et C′ l'ensemble des 
er
les Γtels que ∆C,Γ = ∆C,C′.� Si Ω = Ω′, on appelle fais
eau linéaire de 
er
les dé�ni par C et C′ l'ensemble des 
er
les Γde 
entre Ω. 25



On note dans les deux 
as FC,C′ le fais
eau linéaire de 
er
les dé�ni par C et C′.1. Montrer que si C ∩ C′ = {A,B} ave
 A 6= B, alors FC,C′ est l'ensemble des 
er
les passant par
A et B. Les points A et B sont appelés les points de base du fais
eau FC,C′.2. Montrer que si C ∩ C′ = {T}, alors FC,C′ est l'ensemble des 
er
les tangents en T à C (et à C′).3. On suppose que C ∩ C′ = ∅. On note H = (ΩΩ′) ∩ ∆C,C′ et I et J les points de la droite (ΩΩ′)dé�nis par :

‖−→HI‖2 = ‖−−→HJ‖2 = C(H) = C′(H)Montrer que FC,C′ est l'ensemble des 
er
les 
entrés sur (ΩΩ′) et orthogonaux au 
er
le dediamètre [IJ ].Les points I et J sont appelés les points limites du fais
eau FC,C′.Montrer que les seuls 
er
les de rayon nul de FC,C′ sont {I} et {J}.4. On munit E d'un repère orthonormé (O,
−→
i ,

−→
j ). On donne les équations

C : x2 + y2 − 2ax − 2by + c = 0, C′ : x′2 + y′2 − 2ax′ − 2by′ + c′ = 0Montrer que FC,C′ est l'ensemble des 
er
les d'équations :
α(x2 + y2 − 2ax − 2by + c) + β(x2 + y2 − 2a′x − 2b′y + c′) = 0 où α, β ∈ R, α + β 6= 05. Soit Γ ∈ FC,C′ un 
er
le de 
entre ω et de rayon ρ. Montrer que

ρ2‖
−−→
ΩΩ′‖ + R2‖

−−→
Ω′ω‖ + R′2‖−→ωΩ‖ + ‖

−−→
ΩΩ′‖ ‖

−−→
Ω′Ω‖ ‖−→ωΩ‖ = 0
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