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Questions de cours

1. Soit Q un produit scalaire sur Rn.

(a) Inégalité de Cauchy-Schwartz. Démonstration.
(b) Montrer que toute famille orthogonale est libre.

2. Soit Ω un ensemble �ni à n éléments, muni de la pondération uniforme. Soient x = (x−1, . . . , xn) et
y = (y1, . . . , yn) deux éléments de RΩ. Calculer leurs moyennes, variances, covariance et coe�cient
de corrélation.

Exercice 1

Soit (e1, e2, e3) la base canonique de R3, et soient u1, u2, u3 les trois éléments de R3 dé�nis par

u1 = e1 , u2 = e2 , u3 = e1 + e2 + e3

1. Dire pourquoi (u1, u2, u3) est une base.
Ecrire les matrices de changement de base.

2. Soit f l'endomorphisme de R3 dont la matrice par rapport à la base canonique de R3 est

A =




1 0 1
0 1 1
0 0 2




Calculer la matrice de f dans la base (u1, u2, u3). Qu'observez-vous ?
3. Calculer An, n ≥ 1.

Exercice 2

Soit Q : R3 → R l'application dé�nie par

Q(x1, x2, x3) = 3x2
1 + 2x2

2 + 3x2
3 − 2x1x3

1. Pourquoi Q est une forme quadratique ?
2. Quelle est la forme polaire σQ ? Quelle est la matrice de σQ dans la base canonique de R3 ? Quel

est son rang ?
3. Montrer que Q dé�nit un produit scalaire.
4. Trouver une base de R3 orthogonale pour ce produit scalaire.
5. Soit W le sous-espace vectoriel de R3 engendré par les vecteurs v1 = (1, 2, 3) et v2 = (3, 2, 1).

Déterminer la projection orthogonale x̂ de x = (x1, x2, x3) sur W .
Qu'observez-vous si x = (1, 1, 2) ? Quelle est dans ce cas la distance de x à W ?
Ecrire la matrice de l'application qui à x associe x̂.
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