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Exercice 1
Soit ¢ la forme bilinéaire de (Ry[X])? définie par :

VP,QeRo[X] , ¢(P,Q)=P(1)Q(-1)+ P(-1)Q(1)

1. Montrons que ¢ est une forme bilinéaire symétrique.
Soient P, @ et R dans Ro[X], soit A € R.
On a clairement :
- (@, P)=Q(P(=1)+ Q(-1)P(1) = ¢(P,Q)
~ (AP +Q,R) = (AP + Q)()R(=1) + (AP + Q)(-1)R(1) = Ap(P, R) + ¢(Q, R)
@ est donc bien une forme bilinéaire.
Donnons sa matrice par rapport a la base canonique de Ry[X].
On calcule les éléments ¢(P, Q) pour P, Q éléments de la base :

o(1,1)=1.1+1.1=2 o(1,X) = p(X,1) = 1.1+ (=1).1=0
o(X,X)=1.(-1)+ (-1).1= -2 o(1,X%) = (X2, 1) = 1.(-1)2 +1.(1)2 =2
(X2, X)) =12.(-1)2 + (-1)21=2 (X, X?) =p(X%,X)=1.(-1)2+(-1).12=0

La matrice de ¢ par rapport a la base canonique de Ra[X] est ainsi :

2 0 2
A=10 -2 0
2 0 2

2. On considére la famille B = (1 — X2, X, X?).
(a) Montrons que B’ est une base de Rq[X].
Posons P la matrice qui exprime les vecteurs de B’ dans la base B :

1
P = 0
-1

O = O
= O O

Comme det(P) = 1 # 0 (P est triangulaire inférieure), on a bien que P est inversible. Ainsi, la
famille B’ est libre dans Ra[X], qui est de dimension 3 : B’ est donc bien une base de Ra[X].

Déterminons la matrice de ¢ dans cette base.
La matrice de ¢ dans cette base est donnée par :

1 0 -1 2 0 2 1 0 0
A= tPAP = 01 0 0 -2 0 0 10
0 0 1 2 0 2 -1 0 1

1 0 -1 0 0 2 0 0 O

= 0 1 0 -2 0 = 0 -2 0

0 0 1 0 0 2 0 0 2




(b) En déduire I’expression, dans cette base, de ¢ et de la forme quadratique ¢ associée.
Soient P, @ deux polynomes de Ro[X]. Dans la base B’, on note :

P(X) =ao(1 - X?)+ a1 X + as X?
Q(X) =bo(1 - X?) + b1 X + by X?

On a alors :

’SO(R Q) = —2a1by + 261252‘

q(P) = —2af + 243

(c) Déterminons I’ensemble J, des vecteurs isotropes pour g.
On cherche donc & déterminer J, = {P € Ry[X] / ¢(P) = 0}.
Soit P € Ro[X] : P = ap(1l — X?) + a1 X + as X?

Pel, < -2i+23=0 <= di=da5 <= a==a

Si a; = az, on a alors P(X) = ag(1 — X?) +a1(X + X?). Dou P € Vect(l — X% X + X?)
Si a; = —ag, on a alors P(X) = ag(1 — X?) +a1(X — X?). Dot P € Vect(l — X2, X — X?)

L’ensemble des vecteurs isotropes est donc ’ensemble :

J,=Veet(l — X%, X + X?) U Veet(1 — X%, X — X?)

3. Soit F' = {P € Ry[X] / P(0) = 0}.
(a) Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de Ro[X] et déterminer une base de F.
On sait que (1, X, X?) est une base de Ro[X].
Soit P € Ro[X] : P = ag + a1 X + as X?, avec (ap,ar,az) € R3

PeF < P0)=0
<~ ag+a1.0+a.0=0
< a9p=0
= P=uX +aX? € Vect(X,X?)

Donc

F =Vect(X, X?)

Ainsi F est bien un sous-espace vectoriel de Ro[X]. De plus, comme (X, X?) est libre dans Ra[X],
c’est bien une base de F'.

(b) Déterminons 'orthogonal de F relativement a o.
On cherche donc F+ = {P € Ry[X] / VQ € F, p(P,Q) = 0}.

Soit P € F*. On doit donc avoir ¢(P, X) = ¢(P, X?) = 0.
Avec I'expression de ¢, ces égalités s’écrivent :

P(1).(-1)+P(-1).1 = 0
{P(l).(1)2+P(1).12 = 0

ce qui donne plus précisément :

Dot P(—1) = P(1) = 0.

Le polynéme P admet donc au moins deux racines : —1 et 1.
Or P € Ry[X] : P s'écrit ainsi P(X) = a(X —1)(X +1) = a(X% - 1).
On a donc :

FL=Vect(X? - 1)




Exercice 2

On considére I’espace vectoriel £ = R%. On note B une base (e, es,¢e3,¢4) de E.
Soient a,b,c € R et ¢ la forme quadratique définie par :

q(x) = w% + 2$% + m% + a:z:i + 2x1x9 + 4b 123 + 4bxoxs + 2c 2224

ou (x1,x2,x3,24) sont les composantes de = dans la base B.

1. Déterminons la forme polaire de ¢ ainsi que la matrice de ¢ dans la base B.
Notons ¢ la forme polaire de g. Soient = et y des vecteurs de E. Les relations entre ¢ et ¢ sont :

q(z+y) —q(x) —qy)
2

La@) =) | et | pley) =

Pour = = (21,72, 23,24) et y = (y1, Y2, Y3, ya) vecteurs de R*, on a donc
o(x,y) = 1y1 +222Y2 + x3Y3 + @ Tays + T1y2 + Y122 + 2b 21y3 + 2b Y1 23 + 2b T2y3 + 2b yax3 + c T2ys + C Y24

La matrice de ¢ (ou de ¢) est donc :

1 1 26 0
1 2 2b ¢
A 20 26 1 O
0 ¢ 0 a

2. Donnons une réduction en carrés de Gauss de la forme quadratique q.

qz) = z?+223+ 33:23 + ax? + 2z 79 + 4bx1w3 + 4bT2w3 + 20 T2T4

23 + 221 (w2 + beg)] + 223 + 23 + a a3 + 4bwoxs + 2c Ty

(1 + 22 + 2ba:3) — :L‘2 4b2x3 4bx2$3] + 23:% + x% + a:t:?l 4+ 4bxoxs + 2cxoxy

z1 + @ + 2b23)? + [23 4 229(cxa)] + 23(1 — 4b%) + az}

= (21 + 22 + 2bx3)? + 23 — 46223 + 23 + ax? + 2cwamy
(
(

T + x9 + 2bx3)% + [(xg +cxy)? —c xd + +23(1 — 4b?) + ax?

= | (x1 + 29+ 2b23)% + (22 + cxg)? + (1 — 4b*)22 + (a — P)z?

3. Déterminons le rang et la signature de ¢ en fonction des paramétres réels a, b et c.

Sia—c®>0,
sil—4b% >0, alors rg(q) =4 et sgn(q) = (4,0)
sil—4b> =0, alors rg(q) =3 et sgn(q) = (3,0)
sil—4b% <0, alors rg(q) =4 et sgn(q) = (3,1)
Sia—c®=0,
sil—4b% >0, alors rg(q) =3 et sgn(q) = (3,0)
sil—4b?> =0, alors rg(q) =2 et sgn(q) = (
sil—4b% <0, alors rg(q) =3 et sgn(q) = (2,1)
Sia—c?<0,
sil—4b% >0, alors rg(q) =4 et sgn(q) = (3,
sil—4b> =0, alors rg(q) =3 et sgn(q) = (2,
sil—4b% <0, alors rg(q) =4 et sgn(q) = (2,



Précisons enfin une base de E qui soit orthogonale pour g.
On suppose ici que (a,b,c) = (2,0,1).

Onaalors 1 —4b>=1>0eta—c*=2—-1>0.

On est dans le cas ou rg(q) =1 et sgn(q) = (4,0).

X= x14+29+2brg =21+ 29
Y = To + cxy =0+ x4
Z = 1—4b2 23
T = \/mm = x4

On pose
_= l‘g

Ir = X-Y + T
To = Y -T
On inverse ce systéme :
xr3 = A
Ty = T
T X
. xT9 Y
On pose alors la matrice de passage P telle que - =P 7
3
T4 T
1 -1 0 1
0 1 0 -1
P= 0 0 1 0
0 0 0 1

On définit donc la base orthogonale (v1, ve,vs, v4) pour g par :

v =

o O O
o= O O



