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Exercice 1

Soit E = Ry[X] et soit ¢ : E — R la forme bilinéaire symétrique définie par :

¢(P,Q) = P(0)Q(0) + P(HQ(1) + P(2)Q(2)

1. Montrons que ¢ est un produit scalaire.

— ¢ est une forme bilinéaire symétrique (d’aprés l’énoncé, mais facilement vérifiable)

—  est positive ?
Soit P € E =Ry[X]. On a : (P, P) = P(0)? + P(1)? + P(2)? > 0.
Donc ¢ est bien positive.

— @ est définie?
Soit P € E = Ry[X] tel que o(P,P) = 0, on a alors P(0)? + P(1)? + P(2)? = 0, autrement dit
P(0)=P(1)=P(2)=0.
P est donc un polyndéme de degré < 2, qui a au moins 3 racines réelles : c’est le polynéme nul. ¢ est
donc bien définie.

© est ainsi une forme bilinéaire symétrique définie positive, c’est-a-dire un produit scalaire.

2. Précisons (sans calculs) le rang et la signature de la forme quadratique associée a o.
Soit ¢ la forme quadratique associée a ¢. Considérons la réduction de Gauss de g en sommes (et différences)
de carrés de formes linéaires indépendantes.

On sait que g est définie positive. On en déduit donc que les carrés présents dans la décomposition sont,
d’une part tous positifs, et d’autre part en nombre égal & la dimension de I’espace F.

rgl@) =3]  [sgn(e) = (3,0)]

3. Soit F'={P € E / P(0) = 0}. Montrons que F est un sous-espace vectoriel de E et donner
une base de F.

Posons P € E = Ry[X]. Alors il existe trois réels ag, aj,as tels que P = ag + a1 X + as X 2.
PcF+=P0)=0<=ar+a1.0+a.0=0<=0ap=0+=P=a1X +ayX? < P € Vect(X, X?)

On a donc F = Vect(X, X?). Or la famille (X, X?) est libre car ce sont des polynomes & degrés étagés.
La famille (X, X?) est donc une base de F.

4. Déterminer par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, une base orthonormale
de F' relativement au produit scalaire .

On part de la base (X, X?) de F.

X
On pose donc P; = m

Tei (X, X) =0.0+1.1+2.2=5. Donc | X|| = \/o(X,X) = V5.
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On pose alors Py = X2 — (X2, P)Py.
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Les vecteurs P; et P5 obtenus forment alors une base orthonormale de F' pour le produit scalaire ¢.

. Déterminer la dimension et une base de F-.

On sait que dim(F) + dim(F*) = dim(F) donc ici dim(F+) =3 -2 =1.

dim(F+) =1

On cherche donc un polynéme P, de degré < 2, qui soit orthogonal a la fois & X et & X2.

{ o(P,X)=0 { 0+ P(1) +2P(2)

0 P(1)
o(P, X?) =0 ‘:’{

1)=0
0+ P(1)4+4P(2)=0 P(2)=0
Le polynéme P cherché est donc un polynome de degré inférieur ou égal a 2, et qui admet (au moins)
comme racines 1 et 2. On a ainsi :

FL = Veet (X —1)(X - 2))

Exercice 2

Dans FE euclidien, on note < x|y > le produit scalaire de FE.

1.

On dit qu’un endomorphisme f de E est antisymétrique si et seulement si

Ve,y e B, < f(z)ly>=— <z|f(y) >

(a) Montrons que Im(f) = (Ker(f))".
Soient x € Im(f) et y € Ker(f). Autrement dit, f(y) =0et 3z € E / x = f(2).

<zly >=< f(2)|ly >= — < z|f(y) >=— < 2[0>=0

On a ainsi montré que n’importe quel élément de Im(f) est orthogonal & tous les éléments de Ker(f) :

Im(f) C (Ker(f))"

De plus, dim(Im(f)) = dim(F) — dim(Ker(f)) d’aprés le théoréme du rang.
Egalement, dim ((Ker(f))l) = dim(E) — dim(Ker(f)) d’aprés le fait que Ker(f) et (Ker(f))* sont
supplémentaires.

Ainsi, on a { Im(f) C (Ker(f))"

.D’ N 17, lt, h h' :
dim (Im(f)) = dim (Ker(f))L ou l'egalite cherchnee

Im(f) = (Ker(f))"




(b) En déduire que E = Im(f) + Ker(f).
On a montré précédemment que Im(f) = (Ker(f))*. On a donc ainsi Im(f) N Ker(f) = {0}.

En effet, si 2 € Im(f) NKer(f), on a < z|x >= 0 car le premier x appartient & Im(f), et le deuxiéme
x appartient a Ker(f). Or le produit scalaire est défini positif, on en déduit que z = 0.

On a toujours Im(f) + Ker(f) C E car Im(f) et Ker(f) sont des sev de E.

Ici, dim(Im(f) + Ker(f)) = dim(Im(f)) + dim(Ker(f)) — dim(Im(f) N Ker(f)) = dim(Im(f)) +
dim(Ker(f)) = dim(F) d’apres le théoréme du rang.

D’ou I'égalité cherchée :

’E:Im(f)—i-Ker(f)‘

(Remarque : la somme est méme directe ici)

Montrons que Ker(f) = Ker(f?)
[C ] Soit z € Ker(f), c’est-a-dire tel que f(z) = 0.
Alors f2(z) = f (f(z)) = £(0) = 0. Donc = € Ker(f?).

[D] Soit @ € Ker(f?), c’est-a-dire tel que f2(z) = 0.
Alors f(z) € Im(f) NKer(f). D’ou f(x) =0 : x € Ker(f).

Ker(f) = Ker(f?)

2. (a) Montrer que pour tout z € E, on a < f(x)|x >=0.

En effet, pour tout « € E, < f(z)|lx >= — < z|f(z) >= — < f(x)|z >, vu la symétrie du produit
scalaire et I'antisymétrie de f.

Donc :

’Vw € B, < f(x)|z >:()‘

(b) En déduire que s’il existe une valeur propre réelle de f, elle est nulle.
Supposons que A soit une valeur propre réelle de f.
Cela signifie donc qu’il existe un vecteur = non nul, tel que f(x) = Ax.
La condition précédente nous donne alors que :

0 =< f(z)|zr >=< Az|z >= X < x|z >= \||z|?

Comme z est non nul, on a [|z| # 0, d’ott nécessairement A = 0.
Sp(f) = {0}

3. On suppose dans cette question que E de dimension 3 et soit B = (e, ez, e3) une base ortho-
normale de F. Démontrer que la matrice de f dans la base B est de la forme :

0 —p —q¢
A= p 0 -—r
q T 0

— Posons f(e1) = me;1 + pes + ges (En effet, (e1, e2, e3) est une base de E).
Alors :
< fler)let>=m , < flei)lee>=p , < fler)les>=q

Or, on a vu que < f(e1)le;r >= 0, donc .

Cela justifie donc écriture de la premiére colonne de la matrice A.



4.

— Posons f(e2) = aey + bey + ces. Alors :

< fle2)ler >=a , < flea)lea>=b , < f(ex)les>=c

Or, on a vu que < f(ez2)|ea >= 0, donc .

De plus, a =< f(e2)|er >= — < e2|f(e1) >= —p. Donc
Posons alors [r = c|.

~ fle3) = wey + yea + zes Alors :

<fles)let>=z , < fles)lea>=y , < f(es)les >=2

Or, on a vu que < f(e3)|les >= 0, donc .
De plus, z =< f(e3)|e1 >= — < es|f(e1) >= —q. Donc .
De méme, y =< f(e3)|ez >= — < e3|f(e2) >= —r. Donc .

L’écriture de la matrice de f dans la base B est donc :

(a)

0 —p —q
A= p 0 -—r
q 0

Montrer que f o f est un endomorphisme symétrique de FE.
Soient z,y € E. Il faut donc vérifier que < f o f(z)|ly >=< z|f o f(y) >.

< fof(x)ly >=— < f(@)|f(y) >=— (= <zl[fo fly) >) =<z[fo f(y) >

Donc f o f est bien un endomorphisme symétrique de E.

Montrer que toute valeur propre de f o f est négative ou nulle.
Soit A une valeur propre de f o f : il existe donc & un vecteur non nul tel que f o f(x) = Az.

On a donc :
< x lambdax >= \||z|?

<xlfo flx)>=
— < f@|f(@) >= —[lf (@)

On a ainsi Al|z||? < 0, autrement dit A < 0.

Sp(fof)CR™

Pourquoi I’endomorphisme f o f admet-il au moins une valeur propre non nulle ?

fof étant un endomorphisme symétrique, f est en particulier diagonalisable. 1l existe donc une bage
By dans laquelle la matrice de f o f soit :

oll A1, ..., A\, sont les valeurs propres de f o f.

Si les valeurs propres étaient toutes nulles, alors la matrice D serait la matrice nulle, et I’endomor-
phisme fo f serait nul. Or f est supposé non nul , donc f o f également. Ce cas est donc impossible.
1l existe donc nécessairement au moins une valeur propre non nulle.

Soit u un vecteur propre de f o f associé a une valeur propre A\. Montrer que la famille
(u, f(u)) est libre.

Soit u un vecteur propre de f o f. u est donc un vecteur non nul, tel que f o f(u) = Au.
Or, comme f est antisymétrique, la question (2) a. nous donne que :

< ulf(u) >=0

On a donc que les vecteurs u et f(u) sont orthogonaux, et comme w est non nul, la famille (u, f(u))
est bien libre.



