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Exercices pour le 27 Février

Corrigé
Exercice 1
Soit la matrice :
-2 0 0
A= 2 1 2
0O 0 -2

et soient u = (—1,0,1), v = (—3,2,0) et w = (0,1,0).
1. Montrons que B = (u,v,w) est une base de R3.

Montrons donc que la famille (u, v, w) est libre dans R3.

Soient A1, A2, A3 € R tels que
AU+ Aov 4+ Azw =0

Autrement dit, dans la base canonique, on a :

MU+ A0+ A3w=0 = )\1(—1,07 1) + )\2(—3,2,0) + )\3(0, 1,0) =0
= (*)\1*3)\2, 2Xo + A3z, )\1) =0

“A1—3 = 0
= 22+ X3 =0
A =0

D’oil on a bien Ay = 0 puis Ay = A3 = 0.
La famille (u,v,w) est donc bien libre dans R? qui est de dimension 3, donc (u,v,w) est une
base de R3.

Déterminons la matrice de passage P de la base canonique C a la base B = (u,v,w).

Cette matrice décrit donc en colonnes les vecteurs u, v, w dans la base canonique :

2. Vérifions que P est inversible et calculons P!,

Pour savoir si P est inversible, le plus simple est de calculer det(P) :

-1 -3 0
det(P)=| 0 2 1|=0-3+0-0-0-0=-3
1 0 O
On a donc bien det(P) = —3 # 0, donc la matrice P est bien inversible. On a alors, la formule
. L0 =2 L[ 0 0 3
Pl = tcom(P) = —= 0 0 -3 |==(-10 -1
det(P) 3 31 -2/ 3\ 2 3 2



3. Calcul de P~1AP.

Un produit de matrices donne directement que

-2 0 0 -1 =3 0 2 6 0
AP=1| 2 1 2 0 2 1 ]=| 0 -4 1
0 0 -2 1 0 0 -2 0 0
Donc
L[ 0 0 3 2 6 0 -2 0 0
PlAPp== -1 0 -1 0 -4 1 |= 0 -2 0
3\ 2 3 2 2 0 0 0 0 1

Expression de A" en fonction de n.
Notons D = P~YAP la matrice diagonale obtenue précédemment, on a

vn € N*, A" = (PDP "= pPDP~'.PDP'.... PDP"! = PD"P!

On a
(=2)" 0 0
VYn>1, D" = 0 (=2) 0
0 0 1

On a donc par un produit matriciel, on obtient :

1 3(=2)" 0 0
Vn > 1, A" = § (_2)n+1 +92 3 (_2)n+1 +9
0 0 3(-2)"

Exercice 2

Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

2 0 4
A=\ 3 —4 12
1 -2 5

1. Déterminons les réels A pour lesquels f — Al drs n’est pas inversible.

Calculons donc le déterminant de f — Aldgs. Dans la base canonique, la matrice de f — Al dps
est A — M\3.

2-)\ 0 4
det(A — \I3) = 3 —4-X\ 12

1 -2 5—X

= 2=-N(4-N6-XN)+0-24—-4(—4-XN)+242-)1) -0

A3 4302+ 18\ — 40 — 24 + 16 + 4\ + 48 — 24\
A% +3)2 -2\
AN —3)+2)
= AA=2)(A—1)

On en déduit donc que f — A dgs non inversible si et seulement si A € {0,1,2}.

2. Déterminons les noyaux des f — Al dgrs pour les A obtenus.



x
- A=0.S0it X=| g

z

€ R3.

X € Ker(f —0ldg) <= AX =0 «—

Donc on a Ker(f — 0Idg
x
- A=1Soit X =| vy

z

) = Vect 3/2

€ R3.

X € Ker(f —1ldg) <— AX =X <=

—4
Donc on a Ker(f — 1Idg) = Vect 0
1
x
~A=2%it X=| y | eR3.

X € Ker(f —21dg)

= AX =2X —

— N —— —T———
w w

—— ———————_
w

2 0 4
—4 12
1 -2 5
2z 4+ 4z
3z — 4y + 122
x—2y+ 5z
x
—6z — 4y + 122
—2z — 2y + 52
r = -2z
y = 3/2z
z = z
2 0 4
—4 12
1 -2 5
2z + 4z
3z —4y + 122
T —2y+ 5z
x4+ 4z
3z — by + 122
r—2y+4z
r = -4z
y = 0
z = z
2 0 4
-4 12
1 -2 5
2z + 42
3r — 4y + 122
T —2y+ 52
4z
3z — 6y + 122
T —2y+ 3z
r = 2y
y =y
z =0

ISEENSE



Donc on a Ker(f — 2Idg) = Vect 1
0

3. Cherchons alors une base de R? dans laquelle la matrice de f est simple.

—2 —4 2
Posonse; = | 3/2 |, ex = 0 J,es= 1| 1 |. Alors, on a vu que
1 1 0

fle1) =0, f(e2) =ea, f(e3) = 2e3

Vérifions que (e1, ez, e3) est une base de R3. Calculons donc det(eq, ez, e3) :

-2 —4 2
det(er,ez,e3) =1{3/2 0 1|=0-443-0+2-0=1
1 1 0

Donc la famille (eq, ez, e3) est libre dans R3, de dimension 3 : ¢’est ainsi une base de R3.
On a ainsi trouvé une base de R3 dans laquelle la matrice de f est :

0 00
010
0 0 2



