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Exercices pour le 19 Mars
Corrigé

Exercice 1

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soit f un endomorphisme de F vérifiant les conditions :

f =32 +2f =0
fE+16f1=0
1. Déterminer le polynéme minimal de f..

On sait que
fP=32+2f=0

On en déduit que le polynéme P défini par :
P(X)=X?-3X?+2X = X(X - 1)(X - 2)

est un polynome annulateur de f.

Ainsi, le polynome minimal ¢ de f, qui est le plus petit des polynomes annulateurs de f, va diviser
XX -1)(X—-2).

De méme, on a :

FE+16£4 =0
On en déduit que le polynéme @Q défini par :
Q(X) = X8 +16X* = X4(X* +16)

est un polynome annulateur de f.
Ainsi, le polynéme minimal 7 va également diviser X4(X* + 16).

Comme 7y divise P et my divise (), on en déduit que

7p | PGCD(P,Q) = X

donc

2. Que peut-on en déduire pour f7?

Le polynéme minimal est un polynéme annulateur de f :

me(f) =0

Autrement dit,

F=0



Exercice 2

1. Déterminons le polynéme caractéristique de A.

3—-x 1 —1
xa\) =det(A—A)=| 0 2-X 0 = 2=-N[B=-N1-A) +1]
1 1 1-2X
= 2-NB—-4Xx+22+1)
= 2-V?

Ainsi

2. Déterminons le polynéme minimal de A.
D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, le polynéme minimal divise le polynéme caractéristique. On a
donc trois polynémes possibles pour 7 :

P(X)=X-2 , PBX)=(X-2?% , PBX)=(X-2)?

Regardons donc lequel annule A en premier :

11 -1
A-2I=10 0 0 |#0
11 -1
11 -1\° 000
(A-2I?*=(0 0 0 =000
11 -1 000

Donc le polynome minimal de A est le polynome P :

Ta(X) = (X —2)?

3. En déduire que A est inversible et déterminer A~'.
Le polynéme minimal de A est un polynome annulateur en A. On a donc

(A—20)2 =A% —4A+4I =0

D’ou
A(A—4AT)=—-41

ce qui équivaut a

A [_41(A - 41)] _1

On en déduit donc que A est bien inversible et

1
-1 _ =+
A = 4A+I




Exercice 3

1111
1111
B= 1111
1111

1. Déterminons le polynéme caractéristique de B.

1—-X 1 1 1 4-x 1 1 1
1 1-X 1 1 4-X 1-) 1 1
xB(A) =det(B —AI) = 1 1 1-x 1 = A-x 1 1-Xx 1
1 1 1 1-A 4-\ 1 1 1-)
1 1 1 1 0 1 1 1
1 1—-X 1 1 A 1-X\ 1 1
= (4= 1 1 1=-Xx 1 = (4= 0o 1 1=X 1
1 1 1 1=\ 0 1 1 1-2X
1 1 1
= AM4—=N[1 1—-x 1 = AM4=-N[1=-2*+1-2(1-))]
1 1 1-=2X

= —A3(4 =)

On a donc

xa(X) = X°(X —4)

2. Déterminons le polynéme minimal de B.

D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, le polynéme minimal de B 7p divise le polynoéme caractéristique
XxB et admet les mémes racines que xp (en oubliant les multiplicités). On a donc trois possibilités pour

o P(X)=X(X—-4) , PBX)=X} (X-4) , P(X)=X3X-4)

Regardons donc lequel annule B en premier :

11 1 1 -3 1 1 1 00 00
11 1 1 1 -3 1 1 00 00
B(B —4l) = 1111 1 1 -3 1 “loo0o0o0
11 1 1 1 1 1 -3 00 00

Onadoncng =P :




