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L2 MASS41 Algebre

Exercices pour le 30 Avril
Corrigé

Exercice 1
Soit Q : R* — R P’application définie par :
Q(z1,x2,x3,14) = 23:% + 23;3 — x§ + 290?1 — 22124 + 22023 + 42374
1. Pourquoi @ est-elle une forme quadratique ?

est un polynome homogéne de degré 2 en 1, z2, 23, 4. C’est donc bien une forme quadratique sur R?.
poly g g q q

2. Quelle est sa forme polaire 0g ? Quelle est la matrice de og dans la base canonique de R%?
oq est définie sur R* x R?* par :

Q(z+y) — Qr) — Qy)
2

V$7y€R4a UQ($,y) =

On trouve ici que pour tout z,y € R4,
0g(x,y) = 2x1y1 + 222Y2 — X3Y3 + 2T4Ys — T1Y4 — TaY1 + T2y3 + T3y2 + 202y + 22470

La matrice de o¢g dans la base canonique de R* est alors :

2 0 0 -1
0 2 1 2
0 1 -1 0
-1 2 0 2

3. Décomposer Q en somme et différence de carrés de formes linéaires.
On applique la méthode de la réduction de Gauss.

Q(z1, 79,23, m4) = 227+ 223 — 23 + 223 — 23124 + 22073 + w374

1 \? 1

1 \? 3
= <a;1 — a:4> + 2:62 x% + §xi + 22023 + 43714

+ 2:6% — x% + 2@21 + 2z9x3 + 42374

2

Zq

= 2 (ml 1m4>2 2 (:L'Q + 11‘3)2 — 1:cg — x§ + §xi + 4dx3xy
2 2 2 2
= 92 (xl 1x4>2 +2 <.’E2 + 1x3) 3x3 + 3354 + 4x3x4
2 2 2 2
= 2 <;r1 1;U4>2 +2 (;Ug + 1x3> —§ <x3 — 4x4)2 + §xi + §l‘?1
2 2 2 3 3 2
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4. Est-ce que @ est positive ? non dégénérée 7 Quel est son rang ?

Il
/—\
8
-

|

]

Q@ n’est pas positive car il y a des carrés négatifs. () n’est cependant pas dégénérée car son rang est de 4
(il y a 4 carrés non nuls).



Exercice 2
Soit @ : R — R l’application définie par :
Q(w1, 22,73, T4, 25) = 1122 + 2173 — 223 + 2T2T5 — T3T4 + 22475

1. Pourquoi () est-elle une forme quadratique ?

Q@ est un polynome homogéne de degré 2 en x1, 2, x3, T4, 5. C’est donc bien une forme quadratique sur
RS,

2. Quelle est sa forme polaire 0g ? Quelle est la matrice de og dans la base canonique de R ?
o¢ est définie sur R® x RS par :

Qr +y) — Q(r) — Qy)
2

Vz,y € RS, og(z,y) =
On trouve ici que pour tout =,y € R?,

1 1 1 1 1 1 1 1
og(x,y) = 571Y2 + 572y + 571Y3 + 5T3Y1— 5T2Y3 — 5T3Y2 + Toys + T5Yy2 — 5T3Ya = 5T4y3 + X4Ys + T5Y4

La matrice de o¢g dans la base canonique de R® est alors :

0o 1/2 1/2 0
/2 0 -1/2 0
1/2 —-1/2 0 —1/2
0 0 -1/2 0
0 1 0 1

SO = O = O

3. Décomposer ) en somme et différence de carrés de formes linéaires.
On applique la méthode de la réduction de Gauss.

Q(x) = zixe+ 2123 — XoT3 + 2T2x5 — T34 + 2475
= [(z1— x5+ 235)(v2 + 73) + 23 — 22375] — 2374 + 22475

= f(xl + 29 + 21‘5)2 — 1(1‘1 — o — 223+ 21’5)2 + (E% — T3x4 — 223T5 + 22425

4
1 , 1 ) 1 21,
= Z(xl + xo + 2x5)° — i(xl —x9 —2x3+ 2x5)° + || x3 — o%a =5 | — @y — T — T4 + 2x475

1 1 1 >
= Z(gul + 29 + 225)2 — i(xl — 29 — 2a3 4 215)% + <:):3 — 5T x5> - in + 2425 — 22

1 1 1 2 1
= Z(xl +x2 + 21’5)2 - 1(1’1 —xg —2w3+ 2375)2 + <x3 - 5334 — :c5> + [—4(x4 - 2x5)2 + x%} — :cg

[

1 1 1 2
= Z(xl + 29 + 21’5)2 — E(xl — 29 — 223 + 2:r5)2 + <m3 — 5% x5> — — (x4 — 2m5)2

o

4. Est-ce que @ est positive ? non dégénérée 7 Quel est son rang ?

@ n’est pas positive car il y a des carrés négatifs. @) a un rang égal a 4 (il y a 4 carrés non nuls), elle est
donc dégénérée (car rg(Q) # 5).



