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Fiche 7 - Endomorphismes symétriques

Exercice 1
Soit E un espace vectoriel euclidien. Soit f ∈ L(E) un endomorphisme symétrique

i.e. ∀x, y ∈ E, < x, f(y) >=< f(x), y >

1. Montrer que Kerf et Imf sont supplémentaires et orthogonaux.
2. Montrer que les sous-espaces propres de f sont orthogonaux deux à deux.
3. Soit F un sev de E stable par f . Montrer que F⊥ est stable par f .
4. Soit B une base de E. Montrer que la matrice de f dans la base B est symétrique.

Exercice 2
Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables ?

A =
(

2 1
1 0

)
B =

(
2 i
i 0

)

Exercice 3
Soit A ∈Mn(R). On note B = A + tA

1. Montrer que B est symétrique.
2. Montrer que si B est nilpotente, alors A est antisymétrique.

Exercice 4
Soit S une matrice réelle symétrique de taille n. Montrer que
1. S est positive si et seulement si Sp(S) ⊂ R+

2. S est dé�nie positive si et seulement si Sp(S) ⊂ R+∗

Exercice 5
Soient A ∈Mn(R) et S ∈ Sn(R). Montrer que :
1. tASA ∈ Sn(R)

2. S ∈ S+
n (R) =⇒ tASA ∈ S+

n (R)

3.
∣∣∣∣

S ∈ S++
n (R)

A ∈ GLn(R)
=⇒ tASA ∈ S++

n (R).

Exercice 6
Soient A ∈ S++

n (R) et B ∈ An(R).
Montrer que la matrice A + B est inversible.

Exercice 7
Résoudre dans (Mn(R))2 le système suivant :

{
tXY X = In
tY XY = In
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