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I.

On désigne par G le sous-espace vectoriel de IR4 engendré par les vecteurs :
a = (1, 1, 2, 2), b = (0, 1, 0, 2), c = (3, 4, 6, 8), d = (1, 0, 2, 0).
1) Montrer que dim G = 2.
2) Déterminer par leurs composantes sur la base duale (e∗1, e

∗
2, e

∗
3, e

∗
4) de la base canonique

(e1, e2, e3, e4) de IR4, les éléments d’une base de l’orthogonal G⊥ de G.

II.

Soit X un espace vectoriel sur un corps commutatif IK, on désigne par g un endomorphisme
de X.
1) Montrer que :

Ker(g) ⊆ Ker(g ◦ g) et Im(g ◦ g) ⊆ Im(g)

2) On suppose, de plus, que X est de dimension finie. Montrer que :

Im(g ◦ g) = Im(g) si et seulement si Ker(g ◦ g) = Ker(g)

III.

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 sur IR dont on désigne par B la base (a1, a2, a3).
On considère l’endomorphisme f de E dont la matrice dans la base B est :

A =

 4 3 3
3 4 3
−3 −3 −2


1) Montrer que f ◦ f = 5f − 4idE où idE désigne l’application identique de E.
2) En déduire que f est un automorphisme de E et exprimer f−1 en fonction de f et idE.
3) a) Montrer que Ker(f − idE) ∩Ker(f − 4idE) = {0E}.
b) Montrer que Ker(f − IdE) et Ker(f − 4IdE) sont supplémentaires dans E.
4) On pose :

b1 = a1 − a2, b2 = a2 − a3, b3 = a1 + a2 − a3

Montrer que la famille (b1, b2, b3) est une base de E, base que l’on notera B′.
5) Déterminer la matrice A′ de f dans la base B′.
6) Ecrire la matrice de passage P de la base B à la base B′. Calculer P−1.
7) Calculer An pour tout entier n de ZZ.


