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Exercice 1. Dans le IR-espace vectoriel IR® on considere les vecteurs :
v =(1,0,1), ve=(2,1,-1), v3=(1,1,0), vy=(1,-1,1)

1) Les familles {v1, va}, {v1,v2,v3}, {v1, v2, v3,v4} sont-elles libres 7 génératrices ?

2) Soit F' := Vect(vy,v3) et G := Vect(vs,v4) les sous-espaces vectoriels de IR? engendrés re-
spectivement par {vi,ve} et {vs,v4}. Déterminer F NG et F + G. F UG est-il un espace
vectoriel 7

3) Soit H = {(n,y,2) €R® : o—y=0 et v+2=0}

Montrer que H est un sous-espace vectoriel de IR?. Qu’est géométriquement cet ensemble ?

Est-ce que R* = F @ H ?

Exercice 2. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E; f?
désigne f o f.
1) Montrer que Im f2 C Im f et Ker f C Ker f2

2) Montrer les implications suivantes :
Imf=Im f?= Ker f=Ker f>—=E=Ker f®&Im f = Im f =1Im f*

Que peut-on en conclure ?

Exercice 3. On considere le IR-espace vectoriel IR* muni de sa base canonique (e1, e, €3, e4).
Soit F' le sous-espace vectoriel de IR* engendré par les vecteurs u = (1,1, —1,1), v = (1,0,2,0)
et w=(0,1,1,1).

Montrer que u, v et w sont linéairement indépendants.

Déterminer par leurs coordonnées sur la base duale (e7, e}, €3, ;) de la base canonique de R?,

les éléments d'une base de I'orthogonal F+ de F.



Exercice 4. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, soient F' et G deux sous-espaces
vectoriels de F.

Déterminer la dimension de 'orthogonal de F' N G en fonction des dimensions de E, F', G et

F+aG.

Exercice 5. On désigne par F' un espace vectoriel de dimension 3 sur IR et par B = (e, eg, €3)

une base de F'.

2 =2 —1
On considere ’endomorphisme f de F' dont la matrice A dans la base Best | 0 1 =2
0 -2 1

1) Déterminer f.

2) Déterminer Ker f, donner la dimension et une base de Ker f.

3) Quel est le rang de f 7 Donner une base de I'm f.

4) On considere les 3 vecteurs vy = ey, vy = —e; + €2, V3 = €1 — €3 + €3.
Montrer que (vq, vz, v3) est une base de F', on la notera B'.

5) Exprimer f(vy1), f(v2), f(vs) en fonction de vy, vq, vs.

Donner la matrice A" de f dans la base B'.

6) Ecrire la matrice de passage P de la base B a la base B’. Calculer P!,
7) A est-elle inversible ? si oui donner son inverse.

8) Calculer A™ pour tout entier naturel n.



