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Tout objet ou document est interdit a 'exception de stylos, crayons, régles, gommes.

Toute question sans réponse rédigée sera notée 0.

Exercice 1 : Soit I 'espace vectoriel des polynomes 4 une indéterminée X, a coefficients réels, de degré
inférieur ou égal a 2. Soit f définie par :

YPcE, f(P)=(X?+1)P —2XP
olt P’ est la dérivée premiére de P.
Q 1.1 : Montrer que f est un endomorphisme de F.
Q 1.2 : Ecrire la matrice A de f dans la base (1, X, X?) de E.
Q 1.3 : Quelles sont la ou les valeurs propres 7
Q 1.4 : [ est-il un automorphisme 7
Q 1.5 : f est-il diagonalisable dans £ 7
Q 1.6 : Déterminer un ou des polynomes propres de f dans F.

Q 1.7 : Décrire le noyau de f.

Exercice 2 : A chaque nouvelle élection (numérotée k), 1/4 des électeurs qui avaient voté & gauche (gr_1)
[respectivement & droite (di_1)] & ’élection précédente (k—1), se mettent & voter & droite [respectivement
a gauche], 1/4 des deux catégories votent au centre, les autres restent fideles & leur choix précédent. Les
anciens électeurs du centre (cx_1), se répartissent pour 1/3 dans chaque catégorie.

9k k-1
Q 2.1 : Ecrire la matrice de transition liant le vecteur | ¢ | & | cp_1
dy, dr—1

Q 2.2 : Quel que soit le résultat de la premiere élection, que va-t-il se passer au bout d’un grand nombre
d’élections (état stationnaire) ?

Exercice 3 : On se place dans R® muni de sa base canonique.

Q 3.1 : Sans faire de calculs, dire pourquoi la matrice

2 -1 0
B=|-1 2 -1
0o -1 2

est diagonalisable dans /R . Quelle propriété peut-on imposer & une base de vecteurs propres 7
Q 3.2 : Déterminer ensuite les valeurs propres et une base de vecteurs propres ayant cette propriété.
Q 3.3 : Donner l'expression analytique de la forme bilineaire symétrique ayant B comme matrice.

Q 3.4 : Cette forme est-elle définie-positive 7

Exercice 4 : Soit f un endomorphisme de R® ayant comme valeurs propres 2,-4 et 7.
Q 4.1 : Expliquer pourquoi f est bijective
Q 4.2 : Donner les valeurs propres de f~1.

Q 4.3 : Donner les valeurs propres de la transposée de f.



