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Exercice 2. 1. A étant la matrice de ’endomorphisme f dans la base canonique B = (e, es, e3),

on en déduit les images par f des vecteurs de base ce qui donne

fle1) = —2eq1 + 2eq, f(e2) = —2e2 + 3es, f(e3) = e1 — 2e3 — 2es.

Soit u = ey + yeg + zes € R3.

flu) = flzer+yes +zez) = xf(er) +yflez) +2f(es)
x(—2e1 + 2e3) + y(—2es + 3e3) + z(e1 — 2e5 — 2e3)
(=2x + 2)er + (22 — 2y — 22)es + (3y — 22)es

On en déduit alors I'expression analytique de f

f:R® — RS
(x,y,2) +— (—2x+4 2,2z —2y— 22,3y — 22).

2. Soit u = (z,y, z) € R3.

—2r+z = 0 z = 2z
u € kerf < flu)y=0 — 2t —2y—2z = 0 <— 2r — 2y —4dxr =
3y — 2z =0 3y — 4z =
z = 2 z = 0
= = —r <= y = 0
y = %x z =0

Ainsi, ker(f) = {0}.

Par définition, Im(f) C R3. Par la formule du rang, on a 3 = dim(R3) = dim(kerf) +
dim(Imf) et par ce qui précéde dim(kerf) = dim({0}) = 0.
On en déduit alors que dim(Imf) = 3 = dim(R?). Donc, Imf = R3.

Exercice 3. 1. La matrice de f dans la base B est donnée par
5 0 0
Mp(f)=1-3 -1 —-12
-1 -2 1



2. Soit u = xe; + yes + ze3 € R3.

flu) = f(zer +yea +ze3) =xf(er) +yf(ea) + 2f(e3)
= $(561 - 362 - 63) + y(feg - 263) + 2(71262 + 63)
= bre; + (—3x —y—122)es + (—x — 2y + 2)es.

3. Fy = {u € R¥/f(u) = 5u} = ker(f —5Id) et Fy = {u € R®/f(u) = —5u} = ker(f + 5Id).
Ainsi, Fy et F» sont des sous-espaces vectoriels de R3. Pour déterminer leur dimension,
cherchons une famille génératrice de F} et une famille génératrice de Fb.

Soit u = we; + yes + zes € R3. Alors,

uel <+ flu) =bu

< bze; + (-3 —y —122)ex + (—x — 2y + 2)es = Haey + Hyes + Hzes

5x = oz
= 3z —y—122 = by
—xr—2y+z = 5z
—3xr—6y—12z = 0
—r—2y—4z = 0
r = —2y—4z
— y = Y
z = z
= u=(—2y —4z)e; + yey + ze3.

Ainsi, Fy = vect((—2,1,0),(—4,0,1)) et puisque ((—2,1,0),(—4,0,1)) est une famille libre,
dim(Fy) = 2. De méme pour F :

uel, <= f(u) = —bu

< bze; + (=3 —y—122)ea + (—x — 2y + z)es = —bxwe; — byea — Hzes

5x = -5z
<= —3r—y—12z = =5y
—r—2y+z = bz
10z =0
= —3r+4y—12z = 0
—x—2y+6z = 0
T = 0
= dy—12z = 0
—2y+6z = 0
— v =0
y = 3z
<= u = 3zes + zes.

Donc, Fy = vect((0,3,1)) et dim(Fy) = 1.



4. Pour montrer que Fy & Fy = R3, on commence par montrer que FiNFy = {0}. Soit u € F1NFy.
Alors, par définition de Fy et Fy, f(u) = 5u = —5u, d’ou, w = 0. Ainsi, F}; N Fy = {0}.

A présent, on sait que F; + F» est un sous-espace vectoriel de R? et par la formule de Grass-
man, on a dim(F; + F») = dim(Fy) + dim(Fy) — dim(F; N Fy) = dim(Fy) + dim(F3). D’ou,
par la question précédente, on en déduit que dim(F; + Fy) = dim(Fy) + dim(Fy) =2+ 1=
3 = dim(R3). Ainsi, par inclusion et égalité des dimensions, on obtient que Fy + F = R3.

Par conséquent, Iy @ F, = R3.

Exercice 4. 1. E est un espace vectoriel de dimension 3 et la famille (ug, f(uo), f(ug)) est
composée de 3 vecteurs ; pour montrer que cette famille est une base, il suffit donc de montrer
qu’elle est libre. Soient A1, Az, A3 € R tels que

Mg + Aa f(uo) + Az f?(ug) = 0. (1)
Comme pour tout u € E, f3(u) = 0, pour tout n > 3, on a f*(u) = 0, u € E. En appliquant
f? alégalité (?7), on obtient

F2(Muo + Az f(uo) + Asf?(ug)) = f2(0) =0

< )\1f2(u0) + )\2f3(u0) + )\3f2(u0) =0.

Comme f3(ug) = f*(ug) = 0, on obtient \; f?(ug) = 0 et puisque f2(ug) # 0 par hypothése,
alors, Ay = 0. L’égalité (?7?) devient donc

Ao f (uo) + A3 f?(ug) = 0. (2)
En appliquant f a ’égalité (?7), on obtient

(X2 f(uo) + A3 f?(ug)) = f(0) =0

— )\2f2(uo) + Agfg(uo) =0.

De méme que précédemment, on en déduit que Ao = 0. L’égalité (??) devient alors A3 f2(ug) =
0 et comme f2(ug) # 0, on obtient donc A3 = 0. Ainsi,

Moo=
Aug + )\Qf(’u,o) + )\3f2('LL0) =0= < =
Ny =

La famille (ug, f(uo), f?(ug)) est donc libre. Ainsi, (uo, f(uo), f2(uo)) est une base de E.

2. Par la question précédente, (ug, f(uo), f?(ug)) est une base de E donc, une famille libre
de E. De plus, f(ug) et f2(ug) = f(f(uo)) sont des éléments de Imf. Comme Imf est un
sous-espace vectoriel de F, la famille (f(ug), f?(ug)) est une famille libre de Imf ; donc,

coco

rgf = dim(Imf) > 2. (3)
Par hypothése, f%(ug) # 0 et f3(ug) = 0 (car f3 = 0). Ainsi, f(f%(uo)) = f3(ug) = 0,
done, f2(ug) € kerf. On en déduit donc par linéarité de f que vect(f?(ug)) C kerf. D’ot,
dim(kerf) > 1. Par la formule du rang, on a
dim(Imf) = dim(E) — dim(kerf) <3 —1 = 2. (4)
Par (??) et (?7?), on en déduit que rgf = dim(Imf) = 2.



