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L1 MATH II Algèbre

Math II Algèbre - Contrôle Continu 3
(Corrigé)

Exercice 1 (4 points)

Déterminer le rang des matrices suivantes :

A =

(
2 3
0 1

)
, B =

(
1 1
1 1

)
, C =

(
0 0
1 0

)

rg(A) = dimV ect

((
2
0

)
,

(
3
1

))
. Comme les deux vecteurs sont non colinéaires, la dimension

est égale à 2. Le rang de A est donc 2.

rg(B) = dimV ect

((
1
1

)
,

(
1
1

))
. Le rang de B est donc 1.

rg(C) = dimV ect

((
0
1

))
. Le rang de C est donc 1.

Exercice 2 (4 points)

A =

⎛⎝ 1 1 0
1 1 1
0 −1 1

⎞⎠
1. Calculer A3 − 3A2 + 3A− I.

Commençons à calculer A2 et A3.

A2 =

⎛⎝ 2 2 1
2 1 2
−1 −2 0

⎞⎠ , A3 =

⎛⎝ 4 3 3
3 1 3
−3 −3 −2

⎞⎠
Donc

A3 − 3A2 + 3A− I =

⎛⎝ 4− 6 + 3− 1 3− 6 + 3 3− 3
3− 6 + 3 1− 3 + 3− 1 3− 6 + 3
−3 + 3 −3 + 6− 3 −2 + 3− 1

⎞⎠ =

⎛⎝ 0 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎠
2. En déduire que la matrice A est inversible, et déterminer son inverse.

D'après la question précédente, on a donc

A3 − 3A2 + 3A− I = 0⇐⇒ A(A2 − 3A+ 3I) = I

Ainsi, A est bien inversible et son inverse n'est autre que A2 − 3A+ 3I.
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Exercice 3 (6 points)

A =

⎛⎝ 1 −1 0
1 2 1
1 1 0

⎞⎠
Utiliser la méthode du pivot de Gauss pour montrer que A est inversible, et déterminer

son inverse.

On va, par des transformations élémentaires, changer la matrice A en la matrice I. On fait les

mêmes opérations en partant de la matrice I et on obtiendra la matrice inverse.

A =

⎛⎝ 1 −1 0
1 2 1
1 1 0

⎞⎠
L2 ← L2 − L1, L3 ← L3 − L1⎛⎝ 1 −1 0

0 3 1
0 2 0

⎞⎠
L3 ← 3L3 − 2L2⎛⎝ 1 −1 0

0 3 1
0 0 −2

⎞⎠
L2 ← 2L2 + L3⎛⎝ 1 −1 0

0 6 0
0 0 −2

⎞⎠
L1 ← 6L1 + L2⎛⎝ 6 0 0

0 6 0
0 0 −2

⎞⎠
L1 ←

1

6
L1, L2 ←

1

6
L2, L3 ←

−1
2
L3⎛⎝ 1 0 0

0 1 0
0 0 1

⎞⎠ = I

I =

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎠
L2 ← L2 − L1, L3 ← L3 − L1⎛⎝ 1 0 0

−1 1 0
−1 0 1

⎞⎠
L3 ← 3L3 − 2L2⎛⎝ 1 0 0

−1 1 0
−1 −2 3

⎞⎠
L2 ← 2L2 + L3⎛⎝ 1 0 0

−3 0 3
−1 −2 3

⎞⎠
L1 ← 6L1 + L2⎛⎝ 3 0 3

−3 0 3
−1 −2 3

⎞⎠
L1 ←

1

6
L1, L2 ←

1

6
L2, L3 ←

−1
2
L3⎛⎝ 1/2 0 1/2

−1/2 0 1/2
1/2 1 −3/2

⎞⎠ = A−1
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Exercice 4 (6 points)

Dans ℝ3, on considère la base canonique ℬ = (e1, e2, e3) et les vecteurs suivants :

u1 = 2e1 + e2 − e3, u2 = 2e1 − e2 + 2e3, u3 = 3e1 + e3

1. Montrer que ℬ′ = (u1, u2, u3) est une base de ℝ3.

Comme on a trois vecteurs en dimension 3, il su�t de véri�er que la famille est libre.

Soient �, �, 
 ∈ ℝ tels que �u1 + �u2 + 
u3 = 0.

On a alors (2�+ 2� + 3
)e1 + (�− �)e2 + (−�+ 2� + 
)e3 = 0.

On en déduit facilement que � = � = 
 = 0. La famille est donc bien une base de ℝ3.

2. Ecrire la matrice de passage de ℬ à ℬ′.
La matrice consiste à écrire les vecteurs de ℬ′ dans la base ℬ :

Pℬ,ℬ′ =

⎛⎝ 2 2 3
1 −1 0
−1 2 1

⎞⎠
3. Ecrire la matrice de passage de ℬ′ à ℬ.

On peut soit calculer l'inverse de la matrice précédente. On peut aussi résoudre le système et

déterminer e1, e2, e3 en fonction de u1, u2, u3.

Ici, on a : ⎧⎨⎩
2e1 + e2 − e3 = u1

2e1 − e2 + 2e3 = u2
3e1 + e3 = u3

⇐⇒

⎧⎨⎩
2e1 + e2 − e3 = u1

4e1 + e3 = u1 + u2
3e1 + e3 = u3

⇐⇒

⎧⎨⎩
e2 = u1 − 2e1 + e3
e3 = u1 + u2 − 4(u1 + u2 − u3)
e1 = u1 + u2 − u3

⇐⇒

⎧⎨⎩
e1 = −4u1 − 5u2 + 6u3
e3 = −3u1 − 3u2 + 4u3
e1 = u1 + u2 − u3

La matrice à obtenir est donc :

Pℬ′,ℬ =

⎛⎝ 1 −4 −3
1 −5 −3
−1 6 4

⎞⎠
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