Licence STS Portail Math-Info Semestre 2

Math Il Algébre
Epreuve finale de contréle continu, 21 Janvier 2010
Durée 2heures
Aucun document n’est autorisé. Les calculatrices et autres appareils électroniques sont interdits.
Toute réponse doit étre justifiée. 1l sera tenu compte de la clarté de la rédaction dans la correction.

Exercice 1 :

Question de cours

Soit u une application linéaire de E vers F.

Montrer que : u est injective si et seulement si Ker(u) = {0z}

Correction

Si u est injective alors si x € Ker(u) © u(x) = 0 © u(x) = u(0g) = x = 0g car u est injective, ce qui
montre que Ker(u) = {0g}.

Si Ker(u) = {0g}alors u(x) = u(y) @ u(x) —u(y) =0 ® u(x —y) = 0 > x — y = 0g car Ker(u) =
{05}, et donc x = y ce qui montre que u est injective.

Exercice 2 :

Soit B = (ey, e,, e3) la base canonique de R3.

Soit u une application linéaire de R3 dans R* définie par :

u(e;) = —3e; + 2e, — 4e;

u(ey) = e —ey + 2e3

u(e;) = 4e, — 2e, + 5e;

1°) Déterminer la matrice de u dans la base canonique.

2°) Montrer que E = {x € R3,u(x) = x} est un sous-espace vectoriel de R3. Montrer que la dimension de E
est 1 et donner un vecteur non nul a de E.

3°) Montrer que F = {(xq, x5, x3) € R3,—2x; + 2x, + 3x3 = 0} est un sous-espace vectoriel de R3. Donner
une base (b,c) de F.

4°) Montrer que 8’ = (a, b, u(b)) est une base de R3.

5°) Montrer que E @ F = R3.

6°) Déterminer la matrice R de u dans la base g’

Correction

-3 1 4
1°) A = Matg(u) = < 2 -1 —2)
-4 2 5
20) u(Ole) = Ops donc Ogs EE
Soientx € E ety € E et A et u deux réels, u(Ax + uy) = Au(x) + pu(y) = Ax + py, donc Ax + uy € E, E est
un sous-espace vectoriel de R3.



-3 1 4 X1 X1 —3x1 + Xy + 4‘X3 = X1
X = (xl,xZ,X3)EE<:>< 2 -1 —2) <x2>: <x2>@1 2x1_x2_2x3 = X3

-4 2 5 X3 X3 —4x; + 2x, + 5x3 = x3
—4x,+x; +4x3=0 Lq(—4x{ +x;, +4x3 =0 Ly —4x,+x, +4x3 =0
(:){2x1—2x2—2x3=0 (:)LZ{ X1 —x,—x3=0 4L, +L, —3x, =0
—4x; +2x, +4x3=0 L3\—2x;+x,+2x3=0 2L3—1L4 x, =0

X1 = X3
{x2 =0

Une base de E est le vecteur a = (1,0,1) et bien sur dim(E) = 1.
3°) Il est clair que le vecteur nul est dans F.
Soientx € Fety € F et A et u deux réels
Ax + py = (Axy + pys, Axy + pys, Axz + uys),

—2(Axy + puyy) + 2(Axy + uy,) + 3(Axz + puy3) = A(=2x; + 2x; + 3x3) + u(—2y; + 2y, +3y3) =0
Donc Ax + uy € F. F est un sous-espace vectoriel de R3.

3 x
x = (xy,x5,%x3) EF & x = (xz + Ex3,x2,x3) =x,(1,1,0) + ?3 (3,0,2)

Onpose b = (1,1,0) et c = (3,0,2)
(b, ¢) est une famille génératrice de F formée de deux vecteurs non proportionnels, cette famille est donc libre.

Une base de F est (b, ¢).
-3 1 4 1 —2
-4 2 5 0 -2

4°) u(b) a pour coordonnées :

1 1 -2
dét(a, b,u(b)) = =2 Ll T =—243=120
ét(a,b,u(b) (1) (1) _12 |O _2|+|1 1| + *

Donc (a, b, u(b)) est une base de R®.
5°) dim(E) + dim(F) = 1 + 2 = 3 = dim (R?)
(101)¢gFcar—2x14+2x0+3x1=1=+0doncENF = {0}

DoncE @ F = R3.
-3 1 4 -2 -1
2 -1 =2 1 |1=(-1
—4 2 5 -2 0

6°) u(u(b)) a pour coordonnées
u(a) u(b) u(u(b))

Donc u(u(b)) = —b

a
Matﬁr(u) = 1 0 0 b
0 0 -1
0o 1 o/ ub®)
Exercice 3 :

Soit u: R® - R3 ’application définie par :
u(xqg, X9, x3) = (—2x1 + 4x5 + 4x5, —x; + x3, —2x1 + 4x, + 4x3)
1°) Montrer que u est linéaire.
2°) Déterminer une base de Ker(u) et une base de Im(u).
3°) A-t-on Ker(u) @ Im(u) = R3?
Correction
1°) Soient x = (x4, x5, x3) et y = (y1,¥,, ¥3) deux vecteurs de R3. Soient A et u deux réels.

Ax + py = (Axy + Py, Axy + 1y, Axz + puys)



u(Ax + py) = (=2(Axy + pys) + 4(Ax, + py,) + 4(Axs + pys), —(Axy + pyr) + Axs
+ uys, —2(Axy + pyy) + 4(Axy + py,) + 4(Ax; + pys))
= (A[=2x; + 4x; + 4x3] + ul[—2y; + 4y, + ys], Al—x; + x3]
+ ul—y1 + y3l, Al—2x1 + 4x, + 4x3] + u[—2y, + 4y, + y3])
= A(—2xy + 4xy + 4x3,—xq + x5, —2x1 + 4x, + 4x3)
+ u(=2y; + 4y, + 4y, —y1 + y3, —2y1 + 4y, + 4y3) = dux) + pu(y)
Donc u est linéaire.

X1

2°) Soit x = (x1,x,,x3) € Ker(u) etX = <x2> ses coordonnées dans la base canonique.
X3

—2 4 4\ /X1 0 —2x1 +4x, +4x3 =0
xEKer(u)(:)AX=0<=><—1 0 1><x2>=<0><={ —x1+x3=0

-2 4 4/ \X3 0 —2x1 +4x, +4x3 =0
1
@{—x1+2x2+2x3=O@{2x2+x3=0® x2=—§x3
X1 = X3 X1 = X3 X, = X3
1 X3
X = (x3,—zx3,x3> = ?(2,—1,2)

a = (2,—1,2) est un vecteur non nul qui engendre Ker(u), c’est une base de Ker(u).
Im(u) = Vect(u(el),u(ezé,u(e3))
D’apres le théoréeme du rang,
dim(Ker(u)) + dim([m(u)) =dim(R®) & 1+ dim(lm(u)) =3 dim([m(u)) =2
u(e;) = —2e, — e, — 2e3 etu(e,) = 4e; + 4e3, ces deux vecteurs ne sont pas proportionnels, ils forment une
famille libre de I'm(u) qui est de dimension 2, (u(el), u(ez)) est une base de Im(uw).
3°) Ker(w) @ Im(u) = R®* & (a,u(e,), u(e;)) est une base de R®.

2 =2 4 0 -2 4
det(a,u(el),u(ez)) =|-1 -1 0|=|-2 -1 0
2 =2 4 0 -2 4
En additionnant les deux premiéres colonnes sur la premiére colonne.
0 -2 4 )
det(a,u(el),u(ez)) =[-2 -1 0|=-2 |_ =0
0 -2 4 -2 4

Donc on n’a pas Ker(u) @ Im(u) = R® (a,u(el),u(ez)).

Exercice 4 :
a a a a
Sota=(e bbb
C C
a b ¢ d

1°) Calculer A = det (A)

2°) Déterminer les valeurs de a, b, ¢ et d qui annule A.
Correction

1°)



=G G-G G-G

o
AR
&
o
Ay

a a a a a 0 0 0 b—a b—a b—a
a b b bl=|a b—a b-a b—a|l=alb—a c—a c—a
a b ¢ ¢ a b—a c—a c—a b—a c—a d—a
a b ¢ d a b—a c¢c—a d—a
Cy Gy C3 Cy -0 G-G
1 1 1 1 0 0
_a(b_a)b—a c—a c—a _a(b_a)b—a c—b c—b»b
b—a c—a d-—a b—a c—b d-—b»b
=a(b—a)|z_z 2_Z|=a(b—a)(c—b)|cib d1b|=a(b—a)(c—b)(d—c)
a=
ou
a=>»
2°)A=0&14 ou
b=c
ou
c=d

Exercice 5 :

Soit u une application linéaire de E dans E, E étant un espace vectoriel de dimension finie et pair.
Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes

() u? = Og (0U O est I’application linéaire nulle) et n = 2 dim(Im(w))

(b) Im(u) = Ker(u)

Correction

Si (a) alors

Siy € Im(w) alors il existe x € E y = u(x) alors u(y) = u?(x) = 0y alors y € Ker(u)

Donc Im(u) c Ker(u)

D’apres le théoréme du rang

n n

dim(Ker(u)) + dim(lm(u)) =dimE © dim(l(er(u)) + S=n =3 dim(l(er(u)) =3
Im(u) c Ker(u) et ces deux espaces ont la méme dimension, donc ils sont égaux.
(b) D’apres le théoréme du rang

dim(Ker(u)) + dim(Im(u)) =dimE © 2 dim(lm(u)) =ne 2rg(u) =n
Pour tout x € E, u(x) € Im(w) donc u(x) € Ker(w) donc u(u(x)) = 0g donc u? = 0.
Exercice 6

Soient Py =1,P, =1+ X — X?et P, = 1 — X — X2 trois polyndmes de R,[X].
La famille (Py, Py, P,) est-elle libre ?
Correction
aPy+pP +yP, =00 a+fl+X—-XD+yQl-X-XH)=0a+p+y+(B—-y)X— (B +y)X?

Donc cette famille est libre.



