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Exercice A (7 points)

Soit V un ℝ-espace vectoriel, et E un sous-espace de V .

1. (1 point) Compléter la dé�nition suivante : On dit qu'un système (x1, . . . , xm) de

vecteurs de E est libre sur ℝ lorsque :

. . . lorsque si �1, �2, . . . �m sont des réels, on a l'implication suivante :

�1x1 + �2x2 + . . .+ �mxm = 0 =⇒ �1 = �2 = . . . = �m = 0

2. (1 point) Compléter la dé�nition suivante : On dit qu'un système (y1, . . . , yn) de

vecteurs de E est générateur de E lorsque :

. . . lorsque pour tout vecteur u de E, il existe des réels �1, �2, . . . , �n tels que

u = �1y1 + �2y2 + . . .+ �nyn

3. (5 points) Montrer que si (x1, . . . , xm) est un système libre de E et (y1, . . . , yn) est un
système générateur de E, alors m ≤ n.
Supposons que m ≥ n+ 1.

x1 ∈ E, donc x1 est combinaison linéaire des éléments y1, . . . , yn qui génèrent E.

On peut écrire x1 =
n∑

i=1
�iyi avec les �i ∈ ℝ non tous nuls puisque x1 ∕= 0.

Par exemple �n ∕= 0. On a alors :

yn =
1

�n
x1 −

�1

�n
y1 − . . .−

�n−1
�n

yn−1

(x1, y1, . . . , yn) est une famille génératrice de E et yn est combinaison linéaire des autres de cette

famille. On en déduit que (x1, y1, . . . , yn−1) est génératrice de E.

On recommence le raisonnement. . . , et on a arrive à (xn . . . , x1) génératrice de E.

Ainsi, xn+1 est combinaison linéaire de (xn, . . . , x1), ce qui est impossible puisque (x1, . . . , xm)
est libre.

La condition m ≥ n+ 1 est ainsi impossible et on a donc m ≤ n.

Exercice B-I (3 points)

Soit C∞([a, b],ℝ) l'espace vectoriel des applications C∞ de [a, b] dans ℝ. Parmi les familles

suivantes, déterminer celles qui sont libres :

1. (1 point) {1, sinx, cosx}
Supposons qu'il existe �, �, 
 dans ℝ tels que

∀x ∈ ℝ, �+ � sinx+ 
 cosx = 0

En x = 0, on obtient, �+ 
 = 0. En x = �, on obtient �− 
 = 0.

On obtient déjà que � = 
 = 0. Puis, en remplaçant, on obtient � = 0.

La famille est donc bien libre.
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2. (1 point) {sin2 x, cos2 x, cos(2x)}
On a pour tout x ∈ ℝ, cos(2x) = cos2(x)− sin2(x). La famille est donc liée.

3. (1 point) {ex, e2x}
Supposons qu'il existe � ∈ ℝ tel que

∀x ∈ ℝ, e2x = �ex

En x = 0, on obtient 1 = �, donc � devrait être égal à 1. Or, e2 ∕= 1 × e1, impossible. Donc la

famille est libre.

Exercice B-II (3 points)

Soit T : ℝ4 → ℝ3 l'application dé�nie par

T (x, y, z, w) = (x, x+ y, x+ y + z)

1. (1 point) Montrer que l'application T est linéaire.

Soient (x, y, z, w) et (x′, y′, z′, w′) dans ℝ4 et prenons un réel �.

T (�x+ x′, �y + y′, �z + z′, �w + w′) = (�x+ x′, �(x+ y) + x′ + y, �(x+ y + z) + x′ + y′ + z′)

= �T (x, y, z, w) + T (x′, y′, z′, w′)

T est bien linéaire.

2. (1 point) Déterminer une base et la dimension de Ker(T ).

Soit (x, y, z, w) ∈ ℝ4.

(x, y, z, w) ∈ Ker(T )⇔ T (x, y, z, w) = 0⇔

⎧⎨⎩
x = 0

x+ y = 0
x+ y + z = 0

⇔ (x, y, z, w) = (0, 0, 0, w)

Donc Ker(T ) = V ect((0, 0, 0, 1)). Comme le noyau est engendré par un vecteur, c'est une base,

et la dimension de Ker(T ) est donc égale à 1.

3. (1 point) En déduire que T est surjective.

Avec le théorème du rang : On sait que dim(Im(T )) + dim(Ker(T )) = dim(ℝ4). On en conclut

que Im(T ) est un sous-espace vectoriel de ℝ3 de dimension 3, c'est donc ℝ3 tout entier : T est

surjective.

Sans le théorème du rang : Déterminons l'image de T .

On a directement

Im(T ) = V ect ((1, 1, 1), (0, 1, 1), (0, 0, 1))

Comme la famille est libre (étagée), et de cardinal 3 dans l'espace ℝ3 de dimension 3, c'est une
base donc génératrice de tout ℝ3. Ainsi, T est surjective.
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Exercice C-I (5 points)
Soit K un corps commutatif, V un K-espace vectoriel de dimension �nie, V1 et V2 deux

sous-espaces de V .
On dé�nit le K-espace vectoriel V1×V2 = {(v1, v2) / v1 ∈ V1, v2 ∈ V2} où la somme est dé�nie

par

(v1, v2) + (v′1, v
′
2) = (v1 + v′1, v2 + v′2)

et le produit par un scalaire est dé�ni par

�(v1, v2) = (�v1, �v2)

1. (2 points) Montrer que dim(V1 × V2) = dim(V1) + dim(V2).

Puisque V est de dimension �nie, V1 et V2 le sont également.

Prenons (e1, . . . , en) une base de V1 et (u1, . . . , up) une base de V2.

Montrons que ℬ = ((e1, 0), . . . , (en, 0), (0, u1), . . . , (0, up)) est une base de V1 × V2.
Soient �1, . . . , �n, �1, . . . , �p ∈ K tels que

n∑
i=1

�i(ei, 0) +

p∑
j=1

�j(0, uj) = 0

On a alors

(
n∑

i=1
�iei,

p∑
j=1

�juj

)
= (0, 0), d'où

n∑
i=1

�iei =
p∑

j=1
�juj = 0 et donc �1 = . . . = �n =

�1 = . . . = �p = 0 puisque (e1, . . . , en) et (u1, . . . , up) sont libres.

Ainsi, ℬ est libre.

Soit (x0, y0) ∈ V1 × V2. Puisque (e1, . . . , en) et (u1, . . . , up) engendrent respectivement V1 et V2,

il existe �1, . . . , �n, �1, . . . , �p ∈ K tels que x0 =
n∑

i=1
�iei et y0 =

p∑
j=1

�juj . On a alors

(x0, y0) =

⎛⎝ n∑
i=1

�iei,

p∑
j=1

�juj

⎞⎠ =

n∑
i=1

�i(ei, 0) +

p∑
j=1

�j(0, uj)

Ainsi, ℬ engendre V1 × V2. Donc

dim(V1 × V2) = dim(V1) + dim(V2)

2. (2 points) Soit T l'application linéaire T : V1 × V2 → V dé�nie par T (v1, v2) = v1 + v2.
Montrer que T est injective si et seulement si dim(V1 ∩ V2) = 0.

Supposons que T est injective. Cela implique que Ker(T ) = {0} puisque si f(x) = 0 = f(0), cela
implique x = 0.

Or, Ker(T ) = {(v1, v2) ∈ V1 × V2 / v1 + v2 = 0} = {(v1, v2) ∈ V1 × V2 / v1 = −v2} = V1 ∩ V2.
Ainsi, comme Ker(T ) = {0} , on a bien dim(V1 ∩ V2) = 0.

Réciproquement, supposons que dim(V1 ∩ V2) = 0, autrement-dit, V1 ∩ V2 = {0}.
Montrer que T est injective. Soient (v1, v2) et (v

′
1, v
′
2) dans V1×V2 tels que T (v1, v2) = T (v′1, v

′
2),

c'est-à-dire :

v1 + v2 = v′1 + v′2

ou bien

v1 − v′1 = v′2 − v2
Le membre de gauche appartient à V1, celui de droite est dans V2. Ainsi, v1 − v′1 et v′2 − v2 sont

dans V1 ∩ V2 = {0}. On en déduit que v1 = v′1 et v2 = v′2. T est bien injective.
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3. (1 point) En déduire que dim(V1 ∩ V2) ≥ dim(V1) + dim(V2)− dim(V ).

On sait la relation

dim(V1 ∩ V2) = dim(V1) + dim(V2)− dim(V1 + V2)

Or V1 +V2 ⊂ V , donc dim(V1 +V2) ≤ dim(V ), qui équivaut à −dim(V1 +V2) ≥ −dim(V ) et on
a donc l'inégalité voulue :

dim(V1 ∩ V2) = dim(V1) + dim(V2)− dim(V1 + V2) ≥ dim(V1) + dim(V2)− dim(V )

Exercice C-II (2 points)
Soit T : ℝn → ℝn une application linéaire telle que la composition T ∘ T = 0. Montrer que

T n'est pas surjective.

Supposons que T soit surjective. Alors pour tout y dans ℝn, il existe un x ∈ ℝn tel que y = T (x).
On aurait alors T (y) = T 2(x) = 0 par hypothèse. Donc y serait dans le noyau de T . Ainsi, Ker(T ) = ℝn,

et donc T = 0. La seule image par l'application T serait 0, ce qui est en contradiction avec le fait que

T est surjective.
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