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Fiche 2
Espaces vectoriels

Exercice 1

On consideére sur C? la loi T définie par

V(21,22), (y1,92) € C%, (21, 22) T (y1,92) = (21 + Y2, 72 + y1)

et la loi externe - usuelle : a - (x1,22) = (w1, awe).
(C2%,T,-) est-il un C-espace vectoriel ?

Exercice 2

1. Déterminer si les ensembles suivants sont ou non des sous-espaces vectoriels de E = R2.

(z,2z) / v € R}, F {(z,y) € R? / 42 + 5y = 0},
(Ly) / y € R}, = {(z,y) e R?* [ xy =1},
(|z|,0) / = € R}, H {(z,y) eR? / y =In(1 + )},
(z,x+1) / xR}, I={(z,y) R/ z?+y?>=4}.

2. Déterminer si les ensembles suivants sont ou non des sous-espaces vectoriels de F = R3,
A={(z,y,2) R’ Jox+2y+2=0}, B={(x,x+y,x~y)/ (z,y) € R?}.
3. Déterminer si les ensembles suivants sont ou non des sous-espaces vectoriels de £ = C3.

T+2y+iz=0
—x—2y+(1+i)z=1

A:{(x,y,z)e((?3/ { } B ={(a,0,ia) / a € C}.

4. Déterminer si les ensembles suivants sont ou non des sous-espaces vectoriels de £ = R[X].

A={PeR[X]/P@B) =1}, C={PeR[X]/deg(P)> 8},
B={PecR[X]/P(3) =0}, D={PcR[X]/P+P =0}

5. Déterminer si les ensembles suivants sont ou non des sous-espaces vectoriels de E = F(R,R).

A={feE /VxeR, f(x) >0}, D={feE/ f2fois dérivable sur R, f” + f = 0},
B={feE/ f(2) =0}, F={feFE/ f2r— périodique}.
C={fekE/ f(0)=3},

6. Déterminer si les ensembles suivants sont ou non des sous-espaces vectoriels de E = RN,

A={(u,) € E/ légun =0},

B ={(up) € E / us = ujp =0},
C:{(un) EE/UQZ?),UH):O}.



Exercice 3

Dans les exemples qui suivent, déterminer si C' est (ou non) une combinaison linéaire de A et de B.
1. E=C2
2
A=(1,1+4), B=(2-3i,—1), C= (1—|—z',i—|—> .

3
2. E=RR3,
A=(1,1,2), B=(3,0,1), C=(525).

3. E =R[X],

A=X?’4+X+1, B=X’-X+1, C=X>+1.
4. E=F(R,R),

A:xzwcos(z), B:z—sin(z), C:zw— cos(2x).
5. E = F(R,R),

A:z—z+1, B:z—zxz—-1, C:z~ |zl
Exercice 4
Dans E = R3, on pose les vecteurs a = (1,0,1), b = (1,0,0) et c = (2,0, 3).
Déterminer Vect(a,b), Vect(b,c), Vect(a,b,c).
Exercice 5

Dans les différents cas suivants, a-t-on E = Vect(A, B,C)?

1. E=C3,
A=(1,2,0), B=(1,0,1), C=(0,1,1).
2. E =Ry[X],
A=X*’+X+1, B=X’+X, C=X2%
3. E =Ry[X],
A=1, B=X-1, C=(X-1)>
4. E=R[X],

A=1, B=X-1, C=(X-1)>
Exercice 6

Pour chacune des familles suivantes, déterminer si elle est libre ou liée :

1. E=R%,

a=(1,1,1,1), b=(-2,0,3,1), c=(0,1,0,1).
2. E =13,

a=(4,2,1), b=(6,6,6), c=(-2,2,4).
3. E =R[X],
P=1, Q=X-1, R=X+2.
1. E =C[X],
P=1+X+X? Q=1-X+iX? R=1+X-X2

5. E = F(R,R),

f:xr—cos(x), g:x+ cos(2x), h:x+— cos(3z).
6. £E=RN

up =2" v,=3", w,=4",VneN.



Exercice 7

Dans chacun des exemples suivants, déterminer si F' est un sous-espace vectoriel de E et si oui, en
déterminer une base :

1. E=R[X],
F={aX +56X%-aX? (a,B)cR%.

2. E =14,

F ={(-a,0,1,2a), a€cR}.
3. E=R4,

F={(z,y—2x,x+yy+3z), (zy)cR?}.
4. E =TR3,
F={(z,y,2) €R® /x —y+2=0}.

5. E = R3[X],

F={PcE/P(1)=0}.
6. B =R3[X],

F={PcE/P(1)=0}.
7. E =R,

F:{(z,y,z,t)E]R4/ { rHy+z+i=0 }

r—y+2z+t=0
Exercice 8

Dans chacun des cas suivants, déterminer si la famille proposée est une base de I’espace vectoriel E.
1. E=R3,
€1 = (172>3)a €2 = (17479)7 €3 = (178a27)

2. E = Ry[X],
Pp=(X-1)(X-2), P=X(X-2), Py=X(X-1).

3. E =Ry[X],
Ph=X3+X?% P=X’+X, P=X’+4+1 P3=X34X, P=X>+X?+X
4. E =R3[X],
Ph=X3+X?% P=X’+X, P=X’+1 P3=X34+X, P =X4+X’4+X
Exercice 9
Dans R?, on considére les parties suivantes :
F={(z,y,2,t) €RY /2x+y=0ett=—a+ 32},

G={(v,y,2,t) e RY, /42y +3z+t=0}.
1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R? et en donner des bases.

2. Déterminer F'N G et en donner des bases.



Exercice 10
Dans R3, on considére les parties suivantes :
F={(z,y,2) €R® [ x+2y—2=0},

G ={(a,a+0b,b) / (a,b) € R*}.
1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R? et en donner des bases.

2. Déterminer F'N G et en donner des bases.

Exercice 11
Soient F' et G les sous-espaces vectoriels de R? suivants :
F={(z,y,2) €R® J x —y — 2 =0},

G={(z,y,2) €R® / 2z 4y + 2z =0}.
1. Montrer que F + G = R3.

2. F et G sont-ils supplémentaires 7

Exercice 12
Soient F' et G les sous-espaces vectoriels de R3 suivants :
F={(z,y,2) R’ / x =3y + 4z = 0},

G =Vect((1,0,0)).
1. Montrer que F' et G sont supplémentaires.

2. Doner un autre sous-espace vectoriel supplémentaire de F.



