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Fiche Soutien 3
Applications linéaires

Questions de cours

. Si f est une application linéaire de E dans F', comment voit-on si f est injective?
. Enoncer le théoreme du rang.
. Soit f et g deux endomorphismes de E. Montrer que go f =0 < Im(f) C Ker(g).
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. Soit E un espace vectoriel. Définir ce qu’est un projecteur de E.

Exercice 1
Soit E un K-espace vectoriel et f € L(E) tel que f2 —3f + 2Id = 0.

1. Montrer que f est inversible et exprimer son inverse en fonction de f.
2. Montrer que E = Ker(f — Id) & Ker(f — 21d).

Exercice 2
Soient f,g € L(E) telsque gofog=g e fogof=Ff.
Montrer que FE = Im(f) & Ker(g).

Exercice 3

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et f € L(F). Montrer que sont équivalents :

). Ker(f) N Im(f) = {0}

(ii). Ker(f) +Im(f)=FE
f)=E
(iv). Ker(f) = Ker(f?)

)
) )
(iii). Ker(f) @ Im(
) )
)

- Im(f) = Im(f?)

Exercice 4
Soit n > 1 et A : K[X] — K[X] I'application definie par : A(P) = P(X + 1) — P(X).
1. Montrer que A est bien definie et que A est une application lineaire.
2. Determiner le noyau de A.

3. Montrer que A est surjective.

Exercice 5

On considére f I’endomorphisme de K® défini par

fler) =e2, flez) =e3, [f(ez) =er
ott B = (el,e2,e3) est la base canonique de K3.

1. Montrer que f est bijective.
2. Montrer que f3 = Idgs

3. Démontrer que F = {u € K® / f(u) = u} est un sous-espace vectoriel de K* et déterminer sa
dimension.



Exercice 6
Soit f une application linéaire de R” dans R™.

1. Montrer que si v, v, ..., v, engendrent R", alors f(v1), f(v2),..., f(vp) engendrent Imf.
2. Montrer que si f(v1), f(v2),..., f(vp) forment un systéme libre, alors vy, v, ..., v, aussi.

3. Montrer que si f est injective et si v, va,. .., vp est un systéme libre, alors f(v1), f(v2),..., f(vp)
est aussi libre.

Exercice 7
Soit u I’application de R* dans R? définie, pour tout (z,y, z,t) € R, par
w(@,y, z,t) = (v +y+z+ty—t,x — 22+ 3t)

1. Montrer que u est linéaire.
2. Déterminer une base et la dimension du noyau de u. Est-elle injective 7

3. En déduire que u est surjective.



