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Théoréme : Soit (a,) une suite de nombres complexes. Alors

Z |ay| converge <= Vo € S(N), Zag(n) converge

N “+o0
e Supposons que ) |a,| converge. Soit o € S(N). Alors, pour tout N € N, 7 [ao(n)| < Y |an|. On
n=0 n=0
en déduit que ) |a,(,)| converge et donc que ) a,(,) converge.

+oo 0
Montrons, de plus, ce qui nous sera utile pour la suite de 'exercice, que ) ag(n) = > an. Soit € >0
n=0 n=0
“+oo
et un entier ng tel que Y. |a,| <e. Posons ny = max o (k). On a alors o(n) > ng pour n > ni.
n=ng ke{0,...,n0}

Pour N > ng,n1, on a
Zaaw - Z an

car les termes de la suite (a,) d’indice inférieur & ng sont présents dans les deux sommes. En faisant
o0 +oo

Z Ag(n) — Z 29
n=0 n=0

<2Z|an|<2€

n=ng

tendre N vers +o00o, on obtient < 2¢ pour tout € > 0, d’ou 1’égalité des sommes.

e Supposons maintenant que > |a,| diverge. Posons, pour tout entier n, z, = R(a,) et y, = S(ay).
Puisque, pour tout n, |a,| = /22 + y2 < |x,| + |yn|, on en déduit que Y |z,| ou Y |y, | diverge.

Montrons que si (u,)nen est une suite réelle telle que > |u,| diverge, alors il existe o € S(N) tel que
> Ug(n) diverge. Ceci nous montrera qu’on peut trouver o € S(N) tel que > Z5(,) OU Y Yoy (n) diverge.
On pourra conclure que ) a,(,) diverge.

Si (uy,) est de signe constant & partir d’un certain rang, > u,, diverge et ¢ = Idy convient. Sinon, il y
a une infinité de termes strictement positifs et une infinité de termes strictement négatifs. Posons, pour
n € N, uf = max(u,,0) et v, = max(—uy,0). Puisque que |u,| = u} + u,,, 'une des deux séries > u;
et > u, diverge. Soit (uy(n))nen la suite extraite de (un)nen comportant les termes de la suite positifs
ou nuls et (Uy(n))nen la suite extraite de (u,)nen comportant les termes strictement négatifs. De ce qui

e(N)
précéde, on déduit que ) ugm) ou Y t(n) diverge. En effet, pour tout N € N, Z Upm) = 2. Ul et
n=0
N $(N)
Z Uyp(n) = — Z U, . SUPpOSOns que ) Uy (,) diverge. Alors hm Z Up(n) = +00. On définit une suite

=0
d’entiers strlctement croissante (ng)gen+ de la fagon suivante :
ni N
* ny est le plus petit entier tel que wuy) + Y ugy(;) > 15 ny existe car hm Z Up(n) = +00
7=0
Nk41
*M1,M2, ..., N étant déterminés, ny 41 est le plus petit entier supérieur & ng tel que uyy+ D Ugy) >

J=nk+

1 ; ngy1 existe pour les mémes raisons que n;.

Définissons maintenant o, élément de S(N). On pose pour n € {0,...,n1}, o(n) = p(n) et o(ny +
1) = 9(0), puis pour tout k € N*, et pour n € {ny +k+ 1,...,nk41 + k}, o(n) = p(n — k) et
o(nmis1 +k+ 1) = (k).

Pour tout k € N, ¢ réalise une bijection de {ny+k+1,...,ng1+k}sur o ({ng +k+1,... ,ngy1 + k})
; o réalise donc une bijection de N\{ny + &,k € N*} sur ¢(N). D’autre part, o réalise une bijection de
{nr + k,k € N*} sur ¢)(N). Puisque {¢(N),1(N)} est une partition de N, o est un élément de S(N).

ne+k+1
Enfin, on a pour tout k € N*, kz Ug(n) > k, donc la série ) uy(,) diverge. Si c’est )y, qui
n=0

diverge, il suffit de considérer la suite (—u,)nen et de lui appliquer la démonstration qui préceéde pour
montrer Uexistence de o € S tel que ) Ug(n) diverge.



