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Théoréme : Soit F un C-espace vectoriel de dimension n > 1 et v un endomorphisme
de E. Alors il existe un et un seul couple (d,n) d’endomorphismes de E tels que :

l.u=d+n
2. d et n commutent

3. d est diagonalisable et n est nilpotent.

De plus, d et n sont des polynémes en u.

e Traitons d’abord ’existence du couple (d,n). Ecrivons
Xu = (X =A™ .. (X =)™

avec les \; € C deux a deux distincts et les entiers m; > 1. D’aprés le théoréme de décomposition
des noyaux et le théoréme de Cayley-Hamilton, E est somme directe des sous-espaces caractéristiques

F; = Ker(u — \Id)™ -
b-Gr
i=1

Soit d ’endomorphisme de E dont la restriction & F; est exactement \;Idp, : autrement dit, d est
diagonalisable et admet chaque sous-espace F; comme espace propre pour la valeur propre \;. Posons
n = u—d. Il ne reste plus qu’a vérifier que n est nilpotent et commute avec d. Comme chaque sous-espace
caractéristique de E est stable par u et par d (donc aussi par n), il suffit de le vérifier pour les restrictions
aux F;. Notons avec un indice ¢ les restrictions & F;. On a u; = d; +n; et d; = A Idp,. Or, par définition
de F;, (u; — \Idp,)™ = 0. Donc n; est nilpotent et commute clairement avec ’homothétie d;. D’ou le
résultat. Le couple (d,n) convient donc.

Avant de prouver 'unicité, vérifions que d et n sont des polyndémes en u. Cela se voit dans la démon-
stration du théoréme de décomposition des noyaux : pour tout ¢ la projection m; sur F; parallélement
a la somme des autres sous-espaces caractéristiques est un polyndéme en u. Or, par construction, on a
simplement pris

d=> \m € Clu
i=1
Bien entendu n = u — d est alors aussi dans Clu].

e Supposons lexistence d’un autre couple (d’,n’) répondant au probléme. On a alors d —d =n —n'.
Comme d’' commute avec n’, il commute aussi avec u, donc avec tout polynéome en u. En particulier
d’ commute avec d. Ainsi d et d’ sont codiagonalisables et donc d’ — d est diagonalisable. De méme
n commute avec n'. Il en découle que n — n' est nilpotent. Le seul endomorphisme diagonalisable et
nilpotent étant O on a d =d' et n =n/'.



