Définition bifocale des coniques a centre
Monier, Géométrie MPSI, page 119

Théoréme :
Soit E un espace affine euclidien orienté. Soient F, F’ € E distincts, et a > 0. Alors :

1. L’ensemble C = {M € E, MF + MF' = 2a} est une ellipse de foyers F,F’ (si
FF’
2 )
2. L’ensemble C = {M € E, |[MF — MF’'| = 2a} est une hyperboles de foyers F,F’
!/
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1. D’aprés 'inégalité triangulaire, on a :
FF <MF+ MF'

Ainsi, sia < c,onaC=0. Sia=c, alors C = [FFF’] (le segment joignant F et F”).

Supposons donc a > ¢. On a, pour tout M(z,y) € E :
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Notons b = va? — ¢? (on a b > 0). Alors :

5172 y2
MeC<:><2+2=1 et x2+y2<a2+b2)
a b

Comme, pour tout (z,y) de R

2 y? z? < a? 2, 2 2, 2
a?+b2:1:>{ 2 < b2 =2 +y " <a“+b

On conclut que :
2?2

En comparant cette équation cartésienne avec I’équation cartésienne d’une conique monofocale :

1—
(0<e<l),etd= ¢

on voit qu’avec e = ——5—¢, (d > 0), C est l'ellipse de foyer F'(c,0) et de
e

directrice D : x = ¢ + d.
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En particulier, comme ¢ +d = — = —, D a pour équation cartésienne v = —.
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2. D’aprés l'inégalité triangulaire renversée, on a :
IMF — MF'|<FF'
Ainsi, si a > ¢, alors C = 0, et si a = ¢, alors C = ((FF')\[FF']) U{F, F'}, réunion de deux

demi-droites fermées.

Supposons donc a < ¢. On obtient de la méme fagon que précédemment,
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_ n (¢* — a*)z® — a*y? = a*(c* — a?)
|MF MF|—2a<:>{ m2+y222a2—02

Notons b=+vc?2—a? (onab>0). Ona:

2?2
M€C<:>(2—2:1 et x2+y22a2—b2)
a b

Comme, pour tout (z,y) € R?,

2?2
72——:1:>a:22@2:a2+y22a22a2—b2
a b2
On conclut :
22
MeC<:><:>a—2—b—2=1

En comparant cette équation cartésienne avec I’équation cartésienne d’une conique monofocale :
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e =1z —y*"= —e”" -1
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on voit qu'avec e = — (e > 1) et d = ———c (d > 0), C est 'hyperbole de foyer F(c,0) et de
a e
directrice D : z = ¢ — d.
. ¢ _a? N . a?
En particulier, comme ¢ —d = — = —, D a pour équation cartésienne : r = —.
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