Déterminant de Cauchy
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Théoréme : Soient (aq,

o) € C" et (B,
i,j€{l,....,n}, a; + B; #0. Alors :

,Bn) € C™ tels que pour tout

: I (aj— )85~ Bi)
1<i<j<n
det < > =
@i+ 085/ 1<ij<n

[I (os+5)

lére méthode

On note D le déterminant & calculer. On multiplie chaque colonne C; par oy, + 35, 1 < j < n. On
obtient :

an+61 an+Bn
a1+ a1+0n
1 . .
D e B (@ v ) | o s
(&7 ol B o .1 o of = M
" ! " " an—1+051 an—1+0n
1 cee e 1
Dans ce dernier déterminant, le terme d’indice (¢, j) est pour ¢ < n
an.‘i’ ﬂj 14 Qp — Q4
a1t + B a; + B
En retranchant la derniére ligne & toutes les autres, on obtient donc
an—a1 L, an—ay
a1+ a1+Pn
1 . .
b= (n+01) ... (an+Bn) | @n=na an—an_1
an—1+p61 an—1+0Bn
1 cee e
1 DY ... 1
a1+ a1+0n
_ (n —a1)...(ap — ap-1) : :

1 1
(Oén + 61) o (Oén * ﬁn) an_1+B1 T am_1+Bn
1 e

car a, — «; est facteur de tous les coefficients de la i-iéme ligne. Retranchons maintenant la derniére
colonne & toutes les autres, on obtient :

Bn — B
_ (O‘n_al)~~(an—an71) < : : 4] ) "
v (an + B1) - (o + Bn) 0 ot ﬂj)(al + ) 1<i,j<n—1

.0 1

et en développant selon la derniére ligne

_ (n —a1)...(ap — ap_1)

ﬁn - ﬁj )
d
(an +B1) ... (an + Bn) « (( 1<i,j<n—1

oG + ﬁj)(az‘ + Bn)

Comme (3, — 8;) est en facteur dans la j-iéme colonne et (o; + 8,) dans la i-iéme ligne, on a
(an - 061) cee (an - an—l)(ﬂn - 61) .. (ﬂn - ﬁn—l)
(an + ﬂl) e (an + 671)(041 + Bn) s (Oénfl + Bn)

( )
Q; /67' ]<i7j<n7]
Le Iesultat deCOule alOI“S d’une recurrence immediate sur n.




2éme méthode

Il s’agit de mettre en action les idées du calcul du déterminant de Vandermonde. Tout d’abord le
déterminant est nul dés que deux a; sont égaux (resp. deux §;) puisque deux lignes (resp. deux colonnes)
sont alors identiques. Nous supposerons maintenant les «; (resp. les ;) deux & deux distincts.

Posons ) L )
a1+ a1+ o a1+0n
F(X)= ; ; ; € C(X)
0717i+51 Otn,fi-i-ﬁz o @n71l+ﬁn
X+61 X+B2 o X+0n

En imaginant le développement de ce déterminant selon la derniére ligne, on convient que F' est la
somme de n fractions nulles ou de degré —1 et donc deg F' < —1. Toujours avec ce développement, on
peut réduire au méme dénominateur pour mettre F' sous la forme

P(X)
(X + 1) (X +B2) ... (X +5)
On adoncdeg P <n—1. Les o; (1 <1i <n—1) ne sont pas poles de F et F(c;) = 0 (en substituant «; a

X, le déterminant présente deux lignes identiques). Donc P(«;) = 0. Les «; étant deux & deux distincts
et deg P <n —1, il existe A € R avec

P = )\(X 70&1)(X 70&2)... (X 704,1_1)

Il s’agit de calculer A\. Multiplions F' par X + (3, :

_1r .. 1
a1+ a1+0Fn
: : : (X —a1)... (X —an_1)
(X +ﬁn)F = : ’ : =\
rwrew: LR po— (X +61) - (X + Bn-1)
X+p1 X+Bn_1
et évaluons en —3, :
1 1
a1+P1 a1+ Bn—1 X
: =\ (_l)n_l(ﬁn"'—al)'”(ﬁn+05n—1)
oy aE X (1)~ H(betan — f1) ... (Bn — Bn-1)

En développant ce déterminant par rapport & la derniére ligne, il vient

1 1
o1 +0 T a1+ Bas
. 1. 1 1 1 . :)\(ﬁn+a1)~-~(ﬁn+aﬂ*1)
i 1 (ﬂn - ﬂl) s (ﬂn - ﬂn—l)
an—1+061 o an—1+Bn-1
d’ot
1 DR 1
a1+ a1+Bn—
| o . (Bn = B1) - (Bn = Bn-1)
i 1 (6n+041)~--(ﬂ77,+an—1)
an—1+061 o Qn—1+Bn-1

Le déterminant cherché, F(«,) est donc égal &

1 1
a1+ B H (ﬁn - ﬂz) H (an - ai)
. . <n i<n
1 1 H (Bn + i) H (i + Bn)
an—1+061 o an—1+Pn-1 i<n isn

On établit par récurrence la formule du déterminant de Cauchy.



