Différentielle de ’exponentielle de matrice
Rouviére, Petit guide de calcul différentiel, page 297

Exercice :

1. Soient E un espace normé de dimension finie, H € E, A € L(E). Résoudre les
équations différentielle s:

{ [ty =Af(@) { gt)=et
f(0)=H g(0)=0

ol les inconnues f et g sont deux applications de R dans F.

AH

2. Désormais F = M, (R). Pour X, H € E, on définit adX € L(FE) par
adX(H)=XH-HX
Montrer alors que, pour tous X, H € E,

X Ho—X — eadX 1

3. On admet que 'application exponentielle exp : E — F est de classe C2. Soient
t et u deux variables réelles et

9(t) = uro (e—tXet(X-i—uH))

Vérifier que

4. En déduire que

1. On rappelle qu’une série entiére convergente en la variable t, & coeflicients dans un espace normé
de dimension finie, peut étre dérivée terme & terme sur son intervalle ouvert de convergence. En

particulier
(etA)/ _ AetA _ etAA

La premiére équation de I’énoncé entraine
(e ™ f (1) = e f(t) —e M Af(t) =0

dot e A f(t) = 2 f(0) = H et
f(t)=eH

la réciproque est immeédiate.

Pour obtenir g, on doit intégrer terme & terme la série de I'exponentielle; d’ou

o tk+1Ak
9(t) = <k2=0 (k+1)!> H

(on pourrait abréger en (e!4 — I)/A 'endomorphisme entre parenthéses). En effet les fonctions des
deux membres ont méme dérivée e'A H et s’annulent toutes deux en t = 0.

2. En dérivant f(t) = e He= X on trouve
f'(t) = XeXHe ™™ — X He ¥ X = adX (f(1))

D’aprés 1, avec A = adX € L(E) et f(0) = H, on en déduit f(t) = e*IXH, d’ou le résutat en
prenant ¢t = 1.



3. D’abord ¢(0) = Oy—o (eoeo). Comme exp est de classe C2, il en est de méme pour I'application

(t, u) s e—tXet(X—i-uH)

de R? dans E. On peut donc permuter les dérivées secondes par le théoréme de Schwarz, d’ot

g ) = 00u=0 (e—tXet(X+uH)) = Oy_00; (e—tXet(X+uH)
= Ou=o (_e—tXXet(X+uH) + e X (X + uH)t(X+uH))
= 3u:0 (ueitXHet(X‘f’UH)) — eftXHetX

puisque la dérivée en v = 0 d’une expression de la forme uF(u) est simplement F(0). Le résultat
demandé se déduit alors de 2, oil on remplace X par —tX.

4. D’aprés 3 et 1, avec A= —adX et t=1,0n a

Comme exp est différentiable en X, on a par aileurs
Du—o(e™ XX Ty = e X Dexp(X)H

d’otu le résultat en rapprochat ces deux expressions.



