Résolution d’une Equation Différentielle Linéaire d’ordre 1
Monier, Analyse MPSI, page 345

Exercice :
Résoudre I’'équation différentielle :

(e): 2t(1+t)y +(1+t)y=1

sur tout intervalle ouvert I de R (la fonction inconnue y étant supposée a valeurs réelles).

Nous allons résoudre 1’équation normalisée :

puis étudier les raccords en —1 et 0.

1. Résolution de (F).

1
Supposons —1 € I et 0 ¢ I. La solution générale de (Ep) : y' + oY= 0 sur I est :
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Aucune solution évidente de (F) ne nous apparaissant, nous allons appliquer la méthode de variation
de la constante : cherchons une solution y de (F) de la forme y = Ay ot A : I — R est la nouvelle
I — R
fonction inconnue, (supposée dérivable sur I), et yp : I Onainsi:
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Onnote e = sgn(z) = 4+ 12> (i constant sur T). On obtient :
nnote e =sgn(z) =9 _; o _ (¢ estconstant sur I). On obtient :
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Effectuons le changement de variable u = \/ex < = = eu? :
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e Sie =1 (c’est-a-dire I C]0,+o0[), alors

Az) = / _du Arctan u = Arctan /z
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On en déduit ensemble St des solutions de (E) sur I :
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2. Etude des raccords.

(a)

Raccord en 0.
Nous supposons ici que 0 € T et —1 /.

Arctan/x =~ A

L’application © — ————— + —— admet une limite finie en 07 si et seulement si A = 0 et
VT NI
cette limite est alors 1.
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si i = 0 et cette limite est alors 1.
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L’application z — admet une limite finie en 07 si et seulement

Ainsi, il y a raccord par continuité en 0 si et seulement si A = p = 0.
Considérons donc 'application y : I — R définie par :
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et étudions la dérivabilité de y en 0.
On obtient, en utilisant des développements limités :

e Pour x > 0,
y(z) —y(0) Arctan/z —z 1 1

T /T 3 z—0t 3

e Pour x <0,

Vel 0 _ 1 (m G*jij) _ N—TL-) -l o) — -
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Cecci montre que y est dérivable en 0 et que y'(0) = -3

Enfin, la relation 2z(1 + 2)y’'(z) + (1 + z)y(x) = 1 est satisfaite pour = = 0, puisque y(0) = 1.
Finalement y est la seule solution sur I.

Raccord en —1.

Nous supposonsici: 0 € I et —1 A.

Si (e) admettait au moins une solution y sur I, en remplacant x par —1 dans (e), on obtiendrait
une contradiction. Donc S; = 0.

Raccord en —1 et 0.
Nous supposons ici que 0 € I et —1 € I. D’aprés le point précédent, St = (.



