Equation de la chaleur
Monier, Analyse MP, page 462

Théoréme :
La température d’une barre de longueur 7, maintenue & ses extrémités a la tem-

pérateur 0 est une fonction v : A = [0, 7] X [0,40c0[— R, continue sur A, telle que
ou Ou 0%*u

5 97’ 922 existent et sont continues sur A, vérifiant :
x’ Ox
Y(z,t) € A,

Vt € [0,400], u(0,t) =u(m,t)=0
Y € (0,7, u(x,0) = f(x)

ot f:[0,7] — R, de classe C!, telle que f(0) = f(m) = 0, donne la température de la
barre a I'instant ¢ = 0.

Alors : pour tout (x,t) € A,

—+o0
— 2 .
u(z,t) = g bpe " tsinnx
n=1

otu, pour tout n € N*,

b, = %/0 f(y) sin(ny)dy

Soit, u convenant au probléme. Soit ¢ € [0, +00[. On prolonge u(-,t) & R en une application g; : R — R,
2m-périodique, impaire, telle que :
vV € [0,7],g:(x) = u(z,t)

11 est clair alors que g; est de classe C! sur R.

Puisque g; est 2m-périodique et de classe C! par morceaux sur R, d’aprés le théoréme de Dirichlet, la
série de Fourier de g; converge simplement sur R et a pour somme g;.

Comme g; est impaire, les coefficients de Fourier a,(t) de g; sont nuls, et, pour tout n > 1,

bn(t) = — /07r g+(x) sin(nzx)dz = 2 /07r u(x,t) sin(nx)dx

T T
A —R

(z,t)  +—  wu(x,t)sin(nz) On a:

Soit n > 1. Considérons U, : ’

e U, est continue sur A.

ouy,
o 0T
ot

ou
t(z,t) — = (=, 1) sin(nx) existe et est continue sur A.

ot

!
' %

D’aprés le théoréme de dérivation sous le signe intéral, il en résulte que b, : ‘ [ ,+oot[

est continue sur [0, +oo], de classe C! sur ]0, +o0[, et pour tout ¢ €]0, +o0] :

b = 2 / O 0,1 sin ()
0
T 92
= %/ %(m,t)sin(nx)dz
0 L
2 (| 0u , T[T Ou
= = ([&U(aj,t) sm(nm)]o —/0 af(m,t)ncos(nm)dx)

™

_2n ( {u(% t) cos(nx)] ;r + ./OF u(z, t)n sin(n:v)d:z)

7r
2n? [T .
= —— u(z,t) sin(nx)de = —n2b,(t)
™ Jo
Par résolution d’une équation différentielle linéaire du ler ordre a coefficients constants et sans second
membre, on obtient

Yt € [0, +00], bn(t) = e ™ b,(0)



Et :

2 (7 2 (7
b,(0) = f/ u(zx,0) sin(nz)der = — f(z) sin(nzx)dx
™ Jo T Jo
D’oti, en notant, pour n € N*,
2 s
= 7/ f(z)sin(nz)dx
T Jo
on a bien :
Y(z,t) € A, wu(z,t) ane "t gin (nx)
- . L A — R .
Réciproquement, considérons, pour n € N*, I’application wu,, : 2, . ol :

(z,t) — bype " tsin(nz)

= i/oﬁ f(y) sin(ny)dy = 72r/07r 9o(y) sin(ny)dy

e CommeVn > 1,V(x,t) € A, |uy(z,t)] < |by|, et que > |b,| converge (puisque go est 2m-périodique,
n>1

continue et de classe C' par morceaux sur R), la série de fonctions Y u, converge normalement,
donc uniformément sur A, donc sa somme, notée u est continue sur A.

ou,, Ou, O%u,

e Soit a €]0,+00[. Pour chaque n > 1, existent et sont continues sur A, et, pour

ot ' dx’ 0zx2
tout n > 1et (z,t) € A:
Ju
8; (x,t)| = ‘— ne_”Qtsin(mc)‘ < n2|bn|e_”2“
ou,
3 “(z,t)| = ‘nbne*"ztcos(naﬁ)’ < n\bn|67”2a
x
8 2 —n?a
3I2 x,t)| = ‘ sm(nx)‘ < n®lb,le
aun u2
Donc les séries d’applications Z Z —2 sont normalement, donc uniformément
convergentes sur A.
ou Ou 2u
Il en résulte, d’aprés un théoréme du cours, que — % Dr et 922 existent et sont continues sur A, et

que, pour tout (z,t) € A :

+oo
t) = Z —n2bpe "t sin(nz) = %(m,t)

n=1

Enfin,
vt €]0, +oof, u(0,t) = u(m,t) =0

vt €]0, 7], u(z,0) = JFZO:O by sin(nz) = f(x)

n=1

Finalement, la température du point de la barre, d’abscisse x & I'instant ¢, est donnée par :

Zb e~ !sin (nx)

= % /0 ’ f(y) sin(ny)dy

ot pour tout n > 1,



