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Théorème :
Soit (Tn)n≥1 une suite de v.a.i.i.d., qui suivent une loi exponentielle de paramètre
λ > 0. On lui associe un processus de comptage {N(t), t ≥ 0} en convenant que le
n-ième top a lieu à l'instant Sn = T1 + . . .+Tn. En posant S0 = 0, on suppose donc :

N(t) =
∑

n≥1

1{Sn≤t}

1. Pour tout t > 0, la variable aléatoire N(t) (qui représente le nombre de tops se
produisant dans l'intervalle de temps [0, t]) suit la loi de Poisson de paramètre
λt.

2. La loi conditionnelle de (S1, . . . , Sn) sachant N(t) = n est la loi de la statistique
d'ordre (U(1), . . . , U(2)) de n v.a.i.i.d. Ui de loi uniforme sur [0, t].

1. La première chose à remarquer est que les événements {Sn ≤ t} et {N(t) ≥ n} sont égaux, pour
tout t > 0 et n ∈ N∗.
En e�et, l'instant où se produit se n-ième top est inférieur ou égal à t, si et seulement si, dans
l'intervalle de temps [0, t], il s'est produit au moins n tops.
On en déduit donc que :

P(N(t) = n) = P(N(t) ≥ n)− P(N(t) ≥ n + 1) = P(Sn ≤ t)− P(Sn+1 ≤ t)

Comme les Ti suivent des lois indépendantes exponentielles de paramètre λ > 0, Sn suit une loi
Gamma de paramètre (n, λ), autrement dit la loi de densité :

f(s) =
λ

(n− 1)!
e−λs(λs)n−1 1s≥0

Ainsi :
P(N(t) = n) =

∫ t

0

λe−λx (λx)n−1

(n− 1)!
dx−

∫ t

0

λe−λx (λx)n

n!
dx

On fait donc une intégration par parties dans la deuxième intégrale :

u(x) = xn, v′(x) = λe−λx, u′(x) = nxn−1, v(x) = −e−λx

L'intégrale vaut alors :
∫ t

0

λe−λx (λx)n

n!
dx =

[
− λn

n!
xne−λx

]t

0

+
∫ t

0

λe−λx (λx)n−1

(n− 1)!
dx

On obtient donc :
P(N(t) = n) = e−λt (λt)n

n!
et on reconnaît bien la loi de Poisson de paramètre λt.

2. Soit h une fonction borélienne positive dé�nie sur Rn. Puisque les v.a. X1, . . . , Xn sont indépen-
dantes, on a :

E(h(S1, . . . , Sn)) =
∫

D

h(x1, x1 + x2 + . . . , x1 + . . . + xn)λne−λ(x1 + . . . + xn)dx1 . . . dxn

où D est l'ensemble des points de coordonnées positives.
En e�ectuant le changement de variables si = x1 + . . . + xi, i = 1 . . . n, on obtient :

E(h(S1, . . . , Sn)) =
∫

Rn

h(s1, . . . , sn)λne−λsn10<s1<...<snds1 . . . dsn
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On en déduit donc la loi de (S1, . . . Sn) puisque sa densité est :

λne−λsn10<s1<...<sn

Calculons à présent la loi conditionnelle de (S1, . . . , Sn) sachant N(t) = n est dé�nie par la valeur
de P((S1, . . . , Sn) ∈ A

∣∣N(t) = n) pour tout borélien A de Rn.
Or,

P((S1, . . . , Sn) ∈ A
∣∣N(t) = n) =

P((S1, . . . , Sn) ∈ A,N(t) = n)
P (N(t) = n)

On sait que P(N(t) = n) = e−λt (λt)n

n! , puisque N(t) est une v.a. de Poisson de paramètre λt.
D'autre part, d'après le calcul de la loi de (S1, . . . , Sn),

P((S1, . . . , Sn) ∈ A,N(t) = n) = P((S1, . . . , Sn) ∈ A, Sn ≤ t < Sn+1)

=
∫∫

A×R
10<s1<...<sn≤t<sn+1λ

n+1e−λsn+1ds1ds2 . . . dsn+1

=
∫

A

10<s1<...<sn≤tλ
nds1 . . . dsn

(∫ +∞

t

λe−λsn+1dsn+1

)

=
∫

A

e−λtλn10<s1<...<sn≤tds1 . . . dsn

D'où :
P((S1, . . . , Sn) ∈ A

∣∣N(t) = n) =
∫

A

n!
tn

10<s1<...<sn≤tds1 . . . dsn

Donc la densité conditionnelle est donc :
n!
tn

10<s1<...<sn≤t

d'où le résultat.

Lemme :
Si X = (X1, . . . , Xn) est une suite de n v.a.i.i.d. continues, de densité f , alors l'échantillon ordonné

X∗ = (X∗
1 < X∗

2 < . . . < X∗
n) admet une densité conjointe donnée par :

n!
n∏

i=1

f(xi)1x1<x2<...<xn

On notera E = {(x1, . . . , xn), x1 < x2 < . . . xn}.
A tout σ ∈ Sn, on associe E(ω) ensemble des vecteurs (x1, . . . , xn) ∈ Rn tels que xσ(1) < . . . xσ(n).
Soit g la fonction qui envoie tout vecteur sur le réarrangement croissant de ses composantes. On a

X∗ = g◦X. De plus, la restriction gσ de g à E(σ) envoie le vecteur (x1, x2, . . . , xn) de E(σ) sur le vecteur
(xσ(1), . . . , xσ(n)) de E.

gσ est donc une transformation linéaire ayant pour matrice une matrice de permutation de jacobien
égal à 1.

Ainsi, pour toute permutation σ et tout borélien B de E, on a, par le changement de variables
x 7→ gσ(x), en posant fX(x) = f(x1) . . . f(xn),

∫

g−1
σ (B)

fX(x)dx =
∫

B

fX(g−1
σ (y))dy

Or, si τ = σ−1, pour y = (y1 < . . . < yn), on a :

fX(g−1
σ (y)) = f(ytau(1)) . . . f(yτn) = f(y1) . . . f(yn) = fX(y)

et donc : ∫

g−1
σ (B)

fX(x)dx =
∫

B

fX(y)dy

Comme PX∗(B) = P(X
∗ ∈ B) = P(g ◦X ∈ B) = PX(g ∈ B), on en déduit que

PX∗(B) =
∫

Rn

1(g∈B)fX(x)dx =
∑

σ∈Sn

∫

E(σ)

1(g∈B)fX(x)dx =
∑

σ∈Sn

∫

g−1
σ (B)

fX(x)dx =
∫

B

n!fX(y)dy

ce qui montre que la densité de X∗ est n!f(x1) . . . f(xn) sur E et 0 ailleurs.
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