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Théoréme :

Soit (1},)n>1 une suite de v.a.i.i.d., qui suivent une loi exponentielle de paramétre
A > 0. On lui associe un processus de comptage {N(¢),t > 0} en convenant que le
n-iéme top a lieu & 'instant S,, = T1 +...+T,. En posant Sy = 0, on suppose donc :

N(t) =Y 1s,.<n

n>1

1. Pour tout ¢ > 0, la variable aléatoire N (¢) (qui représente le nombre de tops se

produisant dans l'intervalle de temps [0, t]) suit la loi de Poisson de paramétre
At.

2. La loi conditionnelle de (S1, .. .,S,) sachant N(t) = n est la loi de la statistique
d’ordre (U, ..., Ug)) de n v.aii.d. U; de loi uniforme sur [0, ].

1. La premiére chose & remarquer est que les événements {5, < t} et {N(¢) > n} sont égaux, pour
tout ¢ > 0 et n € N*,

En effet, I'instant o se produit se n-iéme top est inférieur ou égal a t, si et seulement si, dans
lintervalle de temps [0, ], il s’est produit au moins n tops.

On en déduit donc que :

P(N(t) = n) = P(N(t) > n) — B(N(t) > n+ 1) = P(Sp < ) — P(Sn i1 < 1)

Comme les T; suivent des lois indépendantes exponentielles de paramétre A > 0, .S, suit une loi
Gamma de paramétre (n, \), autrement dit la loi de densité :

A
f(s) = mﬁﬂs(/\S)’H Li>o
Ainsi : . Oyt . ()
Ax)™ Ax)"™
P(N(t) =n) = e My — Ae MLy
V() ) 0 (n— 1)! 0 n!

On fait donc une intégration par parties dans la deuxiéme intégrale :

u(z) = 2", V'(x) =AM, W (x)=na""t, w(z)=—e

L’intégrale vaut alors :

t Az)™ AT t t Az)n—1
/ )\67)@ ( LC) dr = |: o wneAz:| + / )\efkm ( (E) dr
0 0

n!

On obtient donc :

P(N(t) =n) = e M

et on reconnait bien la loi de Poisson de paramétre At.

2. Soit h une fonction borélienne positive définie sur R”. Puisque les v.a. Xq,..., X, sont indépen-
dantes, on a :

E(h(S1,...,5%)) :/ h(zi, 21 +z2+...,21 —&—...—&—xn))\”e_’\(ajl + ...tz )dxy ... dzy,
D

ot D est ’ensemble des points de coordonnées positives.

En effectuant le changement de variables s; = 1 + ...+ x;,4 = 1...n, on obtient :

E(h(sl7 ey Sn)) = / h(Sl, ey Sn)AneiAsn 10<31<__.<5nd51 . dSn



On en déduit donc la loi de (S1,...S,) puisque sa densité est :

n_—ASp
Ale n10<s1<.‘.<sn

Calculons & présent la loi conditionnelle de (S, ...,S,) sachant N(t) = n est définie par la valeur
de P((S1,...,5n) € A [N(t) = n) pour tout borélien A de R".
Or,

Si,...,5,) € A,N(t) =n)
P(N(t) =n)

P((S1,...,Sn) € AIN(t) =n) = P((

On sait que P(N(t) =n) = e~ A" buisque N(t) est une v.a. de Poisson de paramétre At.

n!

D’autre part, d’apreés le calcul de la loi de (St,...,5,),
P((S1,...,5,) € A,N({t)=n) = P((S1,...,5) €A, S, <t<S5,41)

— n—+1_—M\s,
= Locsi<..cspn<t<sni A€ Hdsidsy ... dsp41
AxXR

—+o0
= / 10<31<...<sn§t)\nd31 ...dsy, (/ )\€_>\s"+1d8n+1>
A t

—Atyn
e A 1O<81<.4.<Sn,ftd81 e dSn

A

D’ou : .

n!
]P((Sl, ey Sn) € A‘N(t) = Tl) = / ﬁlo<<91<~--<3n,§td51 e dSn
A

Donc la densité conditionnelle est donc :
n!
ﬁlO<sl<...<s7l§t

d’ou le résultat.

Lemme :
Si X = (Xi,...,X,,) est une suite de n v.a.i.i.d. continues, de densité f, alors I’échantillon ordonné

X*=(X{ <X <...<X}) admet une densité conjointe donnée par :

n
n' H f(mi)1I1<LEQ<...<$n
i=1

On notera E = {(z1,...,2n),21 < Tz < ...Tp}.

A tout o € S, on associe E(w) ensemble des vecteurs (z1,...,,) € R™ tels que T5(1) < ... T5(n)-

Soit, g la fonction qui envoie tout vecteur sur le réarrangement croissant de ses composantes. On a
X* = goX. De plus, la restriction g, de g & E(0) envoie le vecteur (21, x2, ..., z,) de E(o) sur le vecteur
(mg(l), ce ,xo(n)) de E.

go est donc une transformation linéaire ayant pour matrice une matrice de permutation de jacobien
égal a 1.

Ainsi, pour toute permutation o et tout borélien B de E, on a, par le changement de variables
2 > go(x), en posant fx(z) = f(21) .. f(zn),

/,1 fX(x)dﬂf:/ fx (95" (y))dy
9o (B) B

Or,sit=0"1 poury=(y1 <...<yp),ona:

Ix (07 W) = fWau) - - F ey = F1) - flyn) = fx ()

[ axtde= [ gety
9o (B) B
Comme Py-(B) =P X* € B) =P(go X € B) = Px(g € B), on en déduit que

S [, ix@e= [ s

gES,,

et donc :

Px-(B) = [ 1yemfxl@lde= 3

gES,

/ 1(g€B)fx($)dJ) =
E(o)

ce qui montre que la densité de X* est nlf(z1)... f(zy) sur E et 0 ailleurs.



