Réduction des matrices symétriques réelles
Monier, Algébre MP, page 139

Théoréme : Soient (F, < .,. >) un espace vectoriel euclidien et f un endomorphisme
symétrique de E. Alors, il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice
de f est diagonale.

Autrement dit, VS € S, (R), 3(Q, D) € O,(R) x D, (R) / S =QDQ ™!

Lemme 1 : Soient (E,< .,. >) un espace vectoriel euclidien et [ un endomorphisme symétrique de
E. Alors les sous-espaces propres pour f sont orthogonaux entre eux. C’est-a-dire, pour toutes valeurs
propres A\,u de f telles que XA # 1 et tous vecteurs propres T associé 4 A\ ety associé a pu, on a < x,y >= 0.

En effet, si A\, u € Spr(f) tels que A # u, x € SEP(f,\), y € SEP(f,u). On a donc
v #0,y#0, f(x) =Xz, f(y) =py

Dou: (Az,y) = (f(z),y) = (=, f(y)) = (x, py). Donc (A — u) (z,y) = 0 et finalement, (x,y) = 0.

Lemme 2 : Soit f un endomorphisme symétrique de E espace vectoriel euclidien. Alors, pour tout
sous-espace vectoriel F de E stable par f, F- est stable par f.

En effet, soient ' un sev de E stable par f et x € F-. On a: Vy € F,(f(z),y) = (z, f(y)) =0 car
x € F+ et f(y) € F. Donc on a f(z) € F*.

Preuve du théoréme : Par récurrence sur n = dim(E).

La propriété est immédiate pour n = 1.

Supposons-la vraie pour un entier n > 1, et soient F un espace vectoriel euclidien de dimension n+ 1,
f un endomorphisme symétrique de F, B; une base orthonormée de E, A = Matg, (f). Décomposons A
en blocs:
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D’aprés 'hypothése de récurrence, il existe Q € O, (R), D € D, (R) telles que B = QDQ~!. En notant
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A:( a ¢ ) ot @ €R, C € M, 1(R),B € S,(R)

U= ( (1) (02 ), il est clair que U est orthogonale et U ! = ( (1) Q(ll ), d’ott aprés produit par blocs :
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Notons G=Q 'Cet A =U AU(G D>'

e Montrons que A’ admet au moins une valeur propre et un vecteur propre.
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En notant G = , D = diag(dy,...,d,),ona A" = . )
gn] gn 0 d"l
S’il existe k € {1,...,n} tel que g = 0, alors dj, est valeur propre de A’ et un vecteur propre associé

est Fry1. Nous pouvons donc supposer que Vk € {1,...,n}, gx # 0.
Soient A € R,V € M, 111(R).

En décomposant V en blocs V = ( ;C(
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On peut supposer di > ...d,. Supposons A > dy. Alors D — \I,, est inversible, et donc :
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L’application ¢ : A\ . i 97 Y est continue sur |dy,+oo|, de limite —co en d
di — X
i=1

et de limite +00 en 400, donc (thégréme des valeurs intermédiaires), il existe A €]d;, +oo tel que
p(A) =a.
On a ainsi montré que f admet au moins une valeur propre et un vecteur propre réels.

e En notant xy un vecteur propre pour f, Rz est stable par f, donc d’aprés le Lemme, (Rxzg)*

est aussi stable par f. Dans une base orthonormée de F commencant par ——xg, la matrice de
[[zoll
A O
f est donc de la forme < 00 g ), ol Ag € R, S € S§,(R). D’aprés 'hypothése de récurrence,

il existe Q1 € O,(R),D; € D,(R) telles que S = Q,;D;Q;'. En notant Qy = ( L0 ) et

0
(X O . .
Dy = ( 0 Dy ), il est clair que

Ao O

QQ € On+1(R),D2 S Dn+1(R)7 ( 0 S

) = QD05 "

Ceci montre qu’il existe une base orthonormale de F dans laquelle la matrice de f est diagonale.
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Remarque : Une matrice symétrique compleze (d’ordre > 2) peut ne pas étre diagonalisable : ( ; ! )

Autre démonstration :

Posons S={z € E / ||z|| =1}, et ¢ : R

= (s f()

e o est continue sur un compact de F, donc bornée et atteint ses bornes. Il existe donc xzg € S tel
que ¢(zo) = sup ¢(z).
zeS
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e Soit z1 € FE tel que (zg, z1) soit une famille orthonormale. Montrons que (z1, f(zg)) = 0.

Considérons cos(f)zo + sin(f)x; pour # € R. On a || cos(@)zo + sin(f)x ||> = cos?(#) + sin®(9) = 1
donc p(cos(8)z + sin(f)z1) < ¢(xg). D’ou en développant,

2sin(6) cos(6) (z1, f(z0)) < sin®(0) ((zo, f(20)) — (21, f(21)))

On a donc,

{ Vo €]0, 7|, 2cos(0) (x1, f(zo)) < sin(0) ((xo, f(xo)) — (x1, f(x1)))
VO €] —m,0[, 2cos(d) (z1, f(zo)) = sin(0) ((zo, f(20)) — (z1, f(z1)))

En faisant tendre 0 vers 07 et 0~ respectivement, on déduit (z1, f(zo)) = 0.

e Alors montrons que g est un vecteur propre de f.

1
Soit z € g \{0}. On a <||x”x,f(x0)> =0, donc (z, f(x0)) = 0.
Ceci montre zg C (f(z0))" d’oti, en passant aux orthogonaux :

Rz = x5 O (f(20))"" = Rf(z0)

Alnsi f(xg) € Rxg, donc xg est vecteur propre de f.



