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Exercice :
Soit p un nombre premier impair.

1. Montrer que si p est une somme de deux carrés d’entiers, on a nécessairement
p=14].

On suppose & présent que p congru est & 1 modulo 4.
2. Dénombrer les carrés dans (Z/pZ)*.
3. En déduire qu’il existe n € Z tel que n? = —1[p|

4. Démontrer qu’il existe (a,b) € Z? tels que

0<vVb<p et |b

n
p

. Montrer que p = (bn — ap)? + b.

1. Modulo 4, un carré est congru & 0 ou 1. Si un entier est somme de deux carrés, il sera donc congru modulo 4 4 0, 1 ou
2.

Comme p est un entier premier impair, il ne peut étre congru ni & 0 ni & 2 (car il serait alors divisible par 2). Il s’ensuit
b
qu’un entier premier impair, somme de deux carrés d’entiers est congru & 1 modulo 4.

2. p étant premier, K = Z/pZ est un corps. On a dong, si z,y € K*,

=y e @-y+ty=0sr=your=—y

Par conséquent, & tout carré de K*, correspondent exactement deux antécédents dans K* par I'application & — z2

Card(K*) p—1
2 2

(on

carrés dans

a bien pour z € K*, x # —x puisque la caractéristique de K est p > 2). Il y a donc
K*.

3. 1l suffit de prouver que —1 est un carré dans K. Si « € K* est un carré, on peut écrire © = y? avec y € K* et d’aprés

le petit théoréme de Fermat,
2(P=1/2 — y2(p—1)/2 _ yp—l -1

p—

Donc  est racine du polynome P = X®~D/2 — 1. Les carrés non nuls de K sont donc racines de P. Or, P

L. - . . .
racines (distinctes ou confondues) dans le corps K. Nécessairement P est scindé et ses racines sont

p—
a au plus

exactement les carrés de K*.

-1
Comme p = 1[4], on a que

est pair, ainsi (—1)P~1)/2 =1 et —1 est un carré dans K.

4. Posons N = E(/p) +1et { = % Considérons les N réels x = k& — E(k€) de lintervalle [0, 1] pour 0 < k < N —1 et
. 1 1 2 N-—-1
les N intervalles [0, N [, {N’ N {, cee {N’ 1 {
. N -1 .
e Supposons d’abord que 'un des zj soit dans [N’l { Comme zyp = 0, on a k > 0 et si on pose b = k et

a = E(kE)+ 1, on obtient :

0<b<N-1<./p et 'b;—a:|mk—1|§

I'inégalité NV — 1 < /p étant stricte car /p ¢ N.



k+1
N’]—’\_f|: avec 0 S k S N — 2. D’aprés
le principe des tiroires, il existe k et [ distincts tels que xy et x; soient dans le méme intervalle. Supposons par
exemple k < . Notons alors b=1—k et a = E(I§) — E(k£). On a de nouveau

e Dans le cas contraire, les N réels x; sont dans les N — 1 intervalles {

b— —a

=l = k)§ = (E(I§) — E(kE))| = |1 — x| <

0<b<N—-1<p et L
P

Dans tous les cas, nous avons démontré existence de (a,b) € Z? tel que

b— —al <

0<b<p et

Sl-

SRS

5. Les inégalités obtenues dans la question précédente impliquent que
0<b’<p et (n—ap)><p etdonc 0< (bn—ap)®+b*><2p
D’autre part, on a n? + 1 = 0[p] et donc
(bn — ap)? +b* = b*(n® + 1) — 2admp + a*p* = 0[p)
Comme cet entier appartient a 0, 2p|, cela implique 1’égalité :

(bn —ap)® +b* =p

Conclusion : Tout nombre premier impair est somme de deux carrés d’entiers si et seulement s’il est congru & 1 modulo



