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Théoréme de Baire :
Soit (F,d) un espace métrique complet. Alors toute intersection dénombrable
d’ouverts denses dans E est dense dans E.

Soit, (F,d) un espace métrique complet et (Oy,)nen une suite d’ouverts denses dans E. Pour montrer

que [ O, est dense dans E, il faut montrer que
neN

VYV ouvert non vide de E, VN (ﬂ On> £ 0

neN

Donnons-nous donc un ouvert non vide V' de E. Par récurrence, on va construire une suite (B,,) de boules
fermées de F telles que

1. Vn € N, B,, est une boule fermée de rayon non nul et inférieur & 1/2"

2. ByCOgNV et VneN, B7L+1 C On+1 N B,,.

L’ouvert Oq est dense dans F donc OgNV # (). Or Oy NV est ouvert, il existe donc une boule ouverte
B(zg,7) C OgNV. Si By est la boule fermée de centre xq et de rayon inf(r/2,1), on a donc By C OgNV.
Supposons les boules By, ..., B, construites et vérifiant (1) et (2). L’ouvert O,,+1 est dense dans E,

donc O,+1 N B, est un ouvert non vide. Il existe donc une boule ouverte B(x,r) incluse dans O,,+1 N B,,.
Si B, désigne la boue fermée de centre z et de rayon inf(r/2,1/2"*1), on a donc B, y1 C Opi1 N By,.
Ainsi, Bj,41 vérifie (1) et (2).

Par construction, (B, )nen est une suite décroissante de fermés non vides de E dont le diamétre tend
vers 0. De plus E est complet, il existe donc z € E tel que ()| B, = {z}. Or By C V, donc z € V.

neN
D’aprés (2), on a aussi B, C O,, pour tout n, donc z € O,, pour tout n. Ainsi, z € () O,. Finalement,
neN
nous avons prouvé que V et [ O, ont au moins un point commun, d’ot le théoréme.

neN

Applications :
1. Soient (E,d) et (F,d) deux espaces métriques, avec (E,d) est complet. On
considére une suite (f,) d’applications continues de E dans F, convergeant
simplement vers une application f de E dans F.

Alors ’ensemble des points de continuité de f est dense dans E.

2. Soit f: R — R une application dérivable sur R. Alors ’ensemble des points de
continuité de la fonction dérivée f’ est dense dans R.

1. Pour tout € > 0, pour tout n € N, on pose :

Fn,a = {T el / Vp > n, 5(fn($),fp($)) < 5}

Montrons que Q. = |J F, . est un ouvert dense dans E et que
neN

Vag € Qe, 3V € V(xo), Vo €V, 0 (f(x0), f(z)) < 3¢

Fixons € > 0 et n € N. Pour tout p > n, Uensemble G, = {x € E / 0 (fn(x), fp(z)) < €} est fermé
(car f, et f, sont continues) donc F,, . = (| G est fermé.

p>n
Par hypothése, la suite (f,,) converge simplement, donc |J F, . = E, ce qui entraine que
neN
Qs = U Fn,s



est un ouvert dense dans 1’espace complet E.

(e}
Ceci étant, soit o € ). et soit n € N tel que g € F,, .. Comme f, est continue, il existe un

[e]
voisinage V' de z¢ inclus dans F), . tel que

Ve eV, §(fu(xo), fu(x)) <e
Or
Vo € V,Vp > n, 6(fn('r)afp('r)) <e

donc en faisant tendre p vers +oo (pour x et n fixés), on obtient d(f,(x), f(z)) < & pour tout « € V.
Finalement,

Vo € V.6 (f(x), f(x0)) < 0 (f(2), fu(x)) + 6 (fa(2), fn(20)) + 6 (fn(20), f(20)) < 3¢

. Posons R = [ Qy/,, et montrons que f est continue en tout point de R. Soit o € R et ¢ > 0.
n>1

1 € . .
- < 3" Comme x¢ € Qy/,, d’aprés le résultat de la question précédente, il
n

existe un voisinage V de z¢ tel que

Fixons n € N* tel que

Vo €V, 6 (f(z), f(x0)) <

Ceci suffit & prouver que f est continue en x.
L’ensemble des points de continuité de f contient donc R, intersection dénombrable d’ouverts dense
de E, en particulier dense dans E d’aprés le théoréme de Baire.

. Pour tout n € N*, on considére la fonction

R — R
1

X =

La suite (f,,) est une suite de fonctions continues qui converge simplement vers f’ sur R. On en
déduit d’apreés ce qui précéde que I’ensemble des points de continuité de f’ est dense dans R puisque
R est complet.



