Théoréme de Banach-Steinhaus
Gourdon, Analyse, page 398

Théoréme :
Soit (E, ||||lg) un espace de Banach et (F, | ||) un espace vectoriel normé. Soit de
plus, A une partie non vide de L.(E, F). Alors :

1. Ou bien (||f]|z)fea est borneé.

2. Ou bien il existe z € E tel que sup ||f(z)||r = +o0.
feA

e Soit k € N. Posons Oy, = {Jj cE/ sup|f(x)|r > k}
feA

Afin d’appliquer le théoréme de Baire, montrons que O est un ouvert de E. Pour g € A, définissons Vg"”’ ={z €

E / |lg(@)|F > k}. West clair que |J V) C O.
geA

De plus, si € Oy, il existe g € A tel que ||g(z)||F > k, car sinon, pour tout f € A, on aurait ||f(z)||Fr < k et donc

sup || f(z)||p < k. Ainsi O, € |J V¥, et finalement,
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z = g(@)lr
méme de @g. Ainsi, comme V' = ¢! (Jk, +00[), V,F est un ouvert de E.

Pour g € A, posons ¢, : . L’application g et application y — ||y||r étant continues, il en est donc de

Finalement, ’égalité (1) prouve que Oy est un ouvert de E.

e ler cas : pour tout k € N, ouvert Oy, est dense dans F.

L’espace E étant complet, le théoréme de Baire prouve alors que () Oy est dense dans E. En particulier, () Oy # 0.
keN keN

Soit donc zp € [ Og. Alors, pour tout k& € N, sup || f(xo)||r > k. A lalimite sur k, il vient ainsi que sup || f(xo)||r = +o0.
keN feA feA

e 2éme cas : il existe un entier kg tel que Oy, ne soit pas dense dans E. (O, peut méme étre vide).

1l existe donc z1 € E et 71 > 0 tels que B(z1,71) N Ok, = 0, ol
B(zy,r1)={z € E / ||z —x1]lp < r1}
Ainsi,
(2) VyeB(;vl,rl),erA, Hf(y)Hngo
Soit alors = € E tel que ||z||g = 1. Soit de plus f € A.

2
Comme %erxl € B(z1,r1), d’aprés (2), on a Hf (%x + :171) H < ko. Mais la linéarité de f donne f(x) = T—f (T—l:z: + xl)f
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2 .
Ef(xl) De plus, 21 € B(x1,r1), ainsi || f(z1)||r < ko.
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Finalement, ||f(z)||r < T—ko + T—ko = = M et donc ||f||L < M. Bref, pour tout f € A, ||f|lL < M.
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Finalement, (||f]|z)fca est borné.

Application 1 : Soit (E,||||g) un espace de Banach et (F.||||r) un espace vectoriel normé. Soit de plus (f,) une suite de
L.(E,F) convergeant simplement vers f : E — F. Alors f € L.(E,F).

En effet, ’application f, limite simple d’applications linéaires, est elle aussi linéaire. La seule difficulté réside dans la
continuité de f.

e Soit A={f, /neN}C LAE,F). Soit de plus z € E.

Comme lirf lfn(z) = f(z)||F = 0, la suite (|| fn(z)||r) est donc bornée et ainsi, sup ||g(z)||r < +oo.
n—+o00 geA

D’aprés le théoréme précédent, (||g||r)gea est borné : il existe donc M € R* tel que pour tout entier n, || f,|r < M.

Finalement, pour tout = € E, et pour tout n € N, ||f.(2)||r < M|jz||g. A la limite sur n, il vient, pour tout x de E,
|f(x)||p < M||z||g. Alnsi, f est continue et f € L.(E, F).



Application 2 : II existe des fonctions continues différentes de la somme de leur série de Fourier.

e Soit E ’espace vectoriel des fonctions continues de R dans C, 27-périodiques. Munissons E de la norme || ||oo définie par

Vi€ E, flle= sup [f(t)]

te[—m,m]
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Pour p € Z, posons cp(f) = or f(t)e "Pidt.
EFE — C

n

e Soit n € N. On définit ¢, : foe S o)
p=—n
Pour f € E, p,(f) représente donc la somme partielle de la série de Fourier associée a f, prise au point 0. Il est clair que
on € L(E,C). Par ailleurs, pour t € [—m,7]\{0}, on a

i: o—ipt _ pint 1 — e i@nt _ it ¢~ (*570) sin (#5) _ sin (*1)
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Définissons alors h,, : ; . ((zt)) sit#0 . Notons que h, est continue. Pour f € E, on a donc
sin (%
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2n+1 sinon
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on(f) = o= hn(t) f(t)dt, soit
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Ainsi, o, est continue et ||p, || < by | (2)]dE.
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Soit alors ¢ € N. Soit f, I'application 2m-périodique définie par : pour tout ¢t € [—m, 7|, fo(t) = 7- On vérifie

Q|

sans peine que f, € E.

Posons 6, = |on(fy) — o= |7 \hn(t)|dt‘. Alors
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Alinsi,
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li n = — hy(t)|dt
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Mais on(fg) = len(fol < lenllelifolle < llenlle car [[fglle < 1. A la limite, avec (3), on obtient donc [[¢nfz >
1 ™
i ()| dit.
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Finalement, |, | L = 2—/ [P (2)]dt = —/
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e Comme pour tout z € R, |sinz| < |z|, on a donc
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Or, on sait que _lim ] Lsinul gy = 4 0.
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D’apreés (4), on obtient donc
() lm_[lgalls = +oo

e Mais (E, || ||co) est un espace de Banch, aussi le théoréme de Banach-Steinhaus s’applique-t-il. D’aprés (5), (||¢nllr) n’est

pas borné : aussi existe-t-il fo € F tel que sup |p,(fo)| = +00. La série de Fourier de fy diverge donc en 0, car sinon, la
neN

suite (pn(fo)) serait convergente et a fortiori bornée. Par conséquent, fy différe de la somme de sa série de Fourier.

e En conclusion, il existe des fonctions continues qui différent de la somme de leur série de Fourier.



