Théoréme de Fejér
Gourdon, Analyse, page 282

Exercice : Soit f : R — C une fonction continue et 2w-périodique. On note pour

R
tout k € Z, ey, : N : egm . Enfin, pour tout n € N*, on définit les fonctions
n So+S1+...5,
Sp = ;i Cp=——
k:zzn s (fex n+1
~ & S+ S +...5,
Sn = k;n €k 5 Cn = %

Alors :

1 ("~
1. Vérifier que > / Cy(t)dt =1 pour tout n € N
i

2. Montrer que pour tout « €]0, 7], la suite de fonction (Cj,) converge uniformé-
ment vers 0 sur [—m, 7]\[—a, a].

3. En déduire le Théoréme de Fejér : la suite de fonctions (C),) converge unifor-
mément vers f sur R.

1. Ona

1 i 1 g
vk € Z¢, 27/ x()dt =0 et colt)dt = 1
s

—T

On en conclut alors que

1 [™ ~ 1 [~ 1 "1 [T~
VneN, — [ S,(t)dt=1 — Y =1= — =1]=1
neN, o | (t) ot o _WC (t)dt — (kzzo%/_ﬁsk(tm )

2. On a, par un calcul classique, que si x € R\27Z,

. . (n+1)z
. ) (2n+1)iz __ 1 S1n (7)
VneN*, Sp(x)=e S — _ 2

A1 ()

et comme
n iy ent iz g (nin), S ((nzl)x>
Vn € N¥, E eligt)ie — gl T2 _ gt \ 2 )
= er —1 sin (%)
On en déduit, en prenant la partie imaginaire, que
) p p g » 4
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. (n+1)z
. 1 1 sin (T)
Vn €N, Cn(x)_n_’_lgsk(x):n—i—l sin(%)

On en conclut que si 0 < a < 7,

1

Vn € N,V € [—m, 7], || > «a, —
) sin (5)

)| < oy

Cela suffit pour montrer que (C),) converge uniformément vers 0 sur [—m, 7]\[—a, a.



3. On remarque que pour tout n € N et pour tout = € R,

Su(x) = ;ﬂznj(

k=0

:f(t)e_iktdt) ethr = % /7r F() S (z — t)dt

—T

donc ) -
Co(x)=— [ f(t)Cpnl(z—t)dt

:271'

—T
Le changement de variable u = x — ¢, conjugué au caractére 2m-périodique des fonctions intégrées
entraine :

1" .
Ve e R,Vn e N*, Cp(z) = 2—/ flz —u)Cp(u)du
T™J)_n

Prouvons alors la convergence uniforme de (C,,) vers f. Soit € > 0. La fonction f est continue et
2m-périodique, elle est donc uniformément continue sur R, ce qui entraine :

Ja €]0, %[ / forallz,y e R, |z—y|<a=|f(z)— fly)|<e
En désignant par M un majorant de |f sur R, on a alors pour tout « € R et pour tout n € N,
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|f(CL') - Cn(c)| =

IN

2MC, (t)dt + ¢

210 Ja<it|<n

et comme (C),) converge uniformément vers 0 sur [—7, 7|\[—«, o],

AN eN/Vn > N, Co(t)dt < e

ag|t|<r

M
de sorte que |f(z) — Cp(x)] < (> €+ ¢ pour tout € R et pour tout n > N. D’ou le résultat.
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