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Théorème :
Soit f une fonction de R dans C, de classe C1 par morceaux.
Alors, la série de Fourier de f converge simplement sur R et a pour somme la régu-
larisée f̃ de f .
Ainsi, sous ces hypothèses, pour tout t de R :

c0 +
+∞∑
n=1

(
cneinωt + c−ne−inωt

)
=

f(t+) + f(t−)
2

ou encore :

a0

2
+

+∞∑
n=1

(an cos(nωt) + bn sin(nωt)) =
f(t+) + f(t−)

2

Lemme de Lebesgue : Soient a, b ∈ R tels que a < b. Soit f : [a, b] → C continue par morceaux.
Alors : ∫ b

a

f(t)eiλtdt −→
λ→+∞

0

1. La propriété est immédiate lorsque f = 1 car :
∣∣∣∣∣
∫ b

a

eiλtdt

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
eiλb − eiλa

iλ

∣∣∣∣ ≤
2
|λ| −→

λ→+∞
0

2. Par utilisation de la relation de Chasles, la propriété est vraie lorsque f est en escalier sur [a, b].

3. Soit f : [a, b] −→ C continue par morceaux. Soit ε > 0. Alors il existe une application en escalier
e : [a, b] → C telle que ‖f − e‖∞ < ε. On a alors :

∀λ ∈ R+,

∣∣∣∣∣
∫ b

a

(f(t)− e(t))eiλtdt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(t)− e(t)|dt ≤ (b− a)ε

D'autre part, d'après le point précédent, il existe λ0 ∈ R+ tel que ∀λ ≥ λ0,

∣∣∣∣∣
∫ b

a

e(t)eiλtdt

∣∣∣∣∣ ≤ ε.

On obtient ainsi, pour tout λ ≥ λ0 :
∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(t)eiλtdt

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫ b

a

(
f(t)− e(t)

)
eiλtdt

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
∫ b

a

e(t)eiλtdt

∣∣∣∣∣ ≤ (1 + b− a)ε

ce qui montre bien que ∫ b

a

f(t)eiλtdt −→
λ→+∞

0

Preuve du théorème :
Soit f : R→ C, T -périodique, de classe C1 par morceaux.

1. On a, pour tout n ∈ N et pour tout x ∈ R,

Sn(f)(x) =
n∑

k=−n

ckeikωt =
n∑

k=−n

1
T

∫

[T ]

f(u)e−ikωueikωxdu

=
1
T

∫

[T ]

f(u)
n∑

k=−n

eikω(x−u)du

(v = x− u) = − 1
T

∫

[T ]

f(x− v)
n∑

k=−n

eikω(v)dv

(s = −v) =
1
T

∫

[T ]

f(x + s)
n∑

k=−n

eikω(s)ds

1



D'où
Sn(f)(x) =

1
T

∫

[T ]

f(x− v) + f(x + v)
2

n∑

k=−n

eikωvdv

2



2. Pour n ∈ N, l'application Dn : R → C, dé�nie par Dn(v) =
n∑

k=−n

eikωv, est appelée le noyau de

Dirichlet. On a, pour tout n ∈ N et v ∈ R\TZ,

Dn(v) = −1 +
n∑

k=0

(
eikωv + e−ikωv

)
= −1 +

ei(n+1)ωv − 1
eiωv − 1

+
e−i(n+1)ωv − 1

e−iωv − 1

= −1 + e
inωv

2
sin

(
n+1

2 ωv
)

sin
(

ωv
2

) + e−
inωv

2
sin

(
n+1

2 ωv
)

sin
(

ωv
2

)

= −1 + 2
cos

(
nωv
2

)
sin

(
(n+1)ωv

2

)

sin
(

ωv
2

)

= −1 +
sin

(
(n + 1

2 )ωv
)

+ sin
(

ωv
2

)

sin
(

ωv
2

)

=
sin

((
n + 1

2

)
ωv

)

sin
(

ωv
2

)

3. On a , pour tout n ∈ N,

1
T

∫

[T ]

Dn(v)dv =
1
T

n∑

k=−n

∫

[T ]

eikωvdv =
n∑

k=−n

< e0|ek >= 1

On obtient ainsi, pour tout n ∈ N, pour tout x ∈ R,

Sn(f)(x)− f̃(x) =
1
T

∫

[T ]

(
f(x− v) + f(x + v)

2
− f(x+) + f(x−)

2

)
Dn(v)dv

Considérons gx : v 7→ (f(x + v)− f(x+)) + (f(x− v)− f(x−))
2 sin ωv

2

.

• gx est continue par morceaux sur
[
−T

2
, 0

[
et sur

]
0,

T

2

]
, et il n'y a qu'un nombre �ni de

discontinuités.
• Puisque f est de classe C1 par morceaux sur R,

f(x + v)− f(x+)
v

−→
v→0+

f ′(x+) et f(x− v)− f(x−)
v

−→
v→0+

−f ′(x−)

donc
gx(v) −→

v→0+

f ′(x+)− f ′(x−)
ω

De même,
gx(v) −→

v→0−

f ′(x+)− f ′(x−)
ω

Ainsi, gx est continue par morceaux sur
[
−T

2
,
T

2

]
.

Alors, d'après le lemme de Lebesgue :

Sn(f)(x)− f(x) =
1
T

∫

[T ]

gx(t) sin
((

n +
1
2

)
ωv

)
dv −→

n→+∞
0

et �nalement, Sn(f)(x) −→ f(x).

3


