
Remplissages etsuites roissantes/déroissantesdans les polyominosYoann Gelineau05 Septembre 2007
1 IntrodutionDepuis quelques années, de nouveaux objets sont apparus en ombinatoire, et ont don-nés des résultats assez semblables malgré des approhes di�érentes. Christian Krattenthalerparle dans [7℄ d'un possible "big piture" dont es réents résultats seraient tous issus. Cer-tains artiles, notamment elui de Steingrimsson-Williams [10℄ sur les tableaux de permu-tation, ont posé de nombreux problèmes ouverts autour e thème qui depuis, solliitent denombreux herheurs de ombinatoire.Nous allons ii examiner en détail ertains résultats qui portent sur les remplissagesou non-remplissages de polyominos par des suites d'entiers. Ce problème, énoné pourla première fois par Chen, Deng, Du, Stanley et Yan dans leur artile [2℄ onernait aupremier abord des roisements et emboîtements dans des partitions d'ensemble et e seradon l'objet des parties suivantes. C'est Krattenthaler qui e�etua en premier le lien aveles remplissages des polyominos [7℄, e qui donna à Rubey [11℄ l'oasion de prolonger esrésultats en un problème plus général.2 Quelques outils préalables2.1 Les polyominosRappelons qu'un polyomino (non néessairement retangulaire) est un sous-ensemble�ni de Z

2 où un élément de Z
2 est onsidéré omme une ase :

Figure 1: Un polyomino
1
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Figure 2: De bons exemples de moon polyominosDé�nition 1 Un polyomino est dit onvexe si, dans une olonne, deux ases sont reliéespar des ases entre elles, et si, dans haque ligne, deux ases sont reliées par des ases entreelles.Un polyomino est dit de libre intersetion si ses olonnes sont deux à deux inluablesl'une dans l'autre. Cette inlusion doit être omprise omme suit : si on superpose les 2olonnes de mon polyomino, sans les déaler vertialement, alors l'une sera dans l'autre (Lerésultat est tout à fait équivalent si ette inlusion se fait sur les lignes).Un polyomino qui véri�e à la fois la onvexité et la libre intersetion est appelé un moonpolyomino.Par exemple, le polyomino pris en exemple préédemment n'est pas un moon polyominoar entre sa première olonne et sa dernière, auune n'est inluable dans l'autre (la libreintersetion n'était pas véri�ée).Un as partiulier de moon polyomino est le as d'un polyomino tas, 'est à dire lorsquetoutes les olonnes du polyomino ommenent au même niveau (omme si on superposaitdes ubes "en tas" sur une table). Les deux exemples de droite i-dessus en sont desillustrations.Le troisième as d'un polyomino tas où les olonnes forment une suite "déroissante"est appelé un diagramme de Ferrers. (lien ave les partitions d'entiers).Dé�nition 2 Soit P un polyomino quelonque. On dé�nit S(P ), la struture du poly-omino, omme la suite déroissante des hauteurs de ses olonnes.Pour reprendre les trois exemples i-dessus, le premier polyomino a pour struture
(7, 6, 5, 4, 3, 3, 2), les deux autres ont tous deux pour struture (5, 4, 4, 3, 2, 2).2.2 Suites roissantes et déroissantes dans les polyominosNous avons jusqu'à présent établi les dé�nitions de base des polyominos, nous allonsmaintenant remplir haque ase par un entier naturel quelonque. Par soui de leture, unease remplie par un 0 sera laissée vide.On dé�nit une haîne Nord-Est, notée haîne NE, par une suite d'entrées non nullesdu polyomino, situées haune en haut et à droite de la préédente, ei au "sens large"(possibilité qu'une entrée se trouve seulement au dessus ou seulement à droite de la préé-dente), ave la ondition supplémentaire que le plus petit retangle ontenant la premièreet la dernière entrée de la suite soit totalement inlus dans le polyomino.De même, nous dé�nissons une haîne Sud-Est, notée haîne SE, par une suite d'entréesnon nulles du polyomino, situées haune en bas et à droite de la préédente, ei au "senslarge", ave la ondition supplementaire que le plus petit retangle ontenant la premièreet la dernière entrée de la suite soit totalement inlus dans le polyomino.2



On dé�nit une haîne nord-est, notée haîne ne (en minusule), par une haîne Nord-Est, où on impose une roissane strite entre haque entrée, 'est à dire que haque entréeest située stritement en haut et à droite de la préédente. La ondition supplémentaire deontenane du plus petit retangle doit également être onservée.De même, on dé�nit une haîne sud-est, notée haîne se (en minusule), par une haîneSud-Est, où on impose une déroissane strite entre haque entrée, 'est à dire que haqueentrée est située stritement en bas et à droite de la préédente. La ondition supplémentairede ontenane du plus petit retangle doit également être onservée.On dé�nira aussi les haînes de type nE, Ne, sE, Se, de la même manière que préédem-ment, en imposant une ondition strite sur la lettre minusule et large pour la lettremajusule.Pour une haîne d'un des types préédents, on dé�nit alors sa longueur par :
• soit, naïvement, le nombre d'entrées non nulles de la haîne, lorsque le type de lahaîne ontient une roissane et/ou déroissane qui est strite.
• soit, lorsque la haîne est de type NE ou SE (les deux roissanes au sens large), lenombre d'entrées non nulles de la haîne mais omptées ave multipliités (un 3 dansla haîne apportera un 3 à la longueur de la haîne, . . . )Pour haun des types de haînes préédents, on notera alors |NE|, |se|, |Ne|, . . . lalongueur de la plus longue haîne du type orrespondant. Voyons immédiatement un ex-emple pour élairer es dé�nitions :

1
1 3

3 1
1 1

|ne| = 3
|se| = 2
|nE| = 4
|Ne| = 3
|sE| = 3
|Se| = 2
|NE| = 6
|SE| = 53 Diagrammes de roissane et jeu de Taquin3.1 Diagramme de roissaneLe as d'un polyomino retangulaireNous allons à présent dé�nir e qu'on appelle le diagramme de roissane d'un polyominorempli ave des entiers naturels, tout d'abord pour des polyominos retangulaires, puis pourdes diagrammes de Ferrers. Ces objets ont été introduits par Fomin [4℄, détaillés par Stanleydans [9℄ et ont des liens ave les partitions et leur représentation en diagramme de Ferrers.Ils ont été par la suite réutilisés par Krattenthaler [7℄ et Rubey [11℄ pour établir des résultatsintéressants sur le nombre de remplissages de ertains polyominos.Prenons pour ommener un polyomino partiulier : le as d'un partiulier retangulaire.On le remplit alors par des 0 et des 1, de telle sorte qu'il n'y ait pas plus d'un 1 par ligneet par olonne (il peut don en partiulier ne pas y en avoir du tout sur une ligne/olonne).Par soui de présentation, on remplae ii les "0" par des ases vides et les "1" par desroix. De tels polyominos remplissant les onditions préédentes seront dénommés par lasuite par 0-1-polyomino. Quelques exemples sont rassemblés dans la �gure 3.3
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×Figure 3: Exemples de 0-1-PolyominosOn va herher à étiqueter les oins de haque ase par une partition, grâe à la on-strution suivante. On va libeller les oins par réurrene, en posant dejà la partition vide

∅ dans haque oin le long du bord gauhe et du bord du bas de notre polyomino. Puis,supposons que nous ayions déjà libellé tous les oins d'une ase exeptée elle en haut àdroite par des partitions λ, µ, ν omme sur la �gure 4, alors, on va avoir la partition ρdé�nie par les 4 règles suivantes :
µ ρ

λ νFigure 4: Une ase d'un diagramme de roissane
F1 Si λ = µ = ν et si la ase ne omporte pas de roix, alors ρ = λ = µ = ν.
F2 Si µ 6= ν, alors ρ = µ ∪ ν.
F3 Si µ = ν 6= λ, alors ρ sera µ auquel on rajoute un 1 à la ligne i+ 1 si µ et λ di�èrentà la ligne i.
F4 Si λ = µ = ν et si la ase omporte une roix, alors ρ sera λ auquel on rajoute un 1à sa première part.Le diagramme étiqueté obtenu est appelé le diagramme de roissane assoié au 0-1-polyomino que nous avions hoisi. Un exemple se trouve dans la �gure 5.Ce proessus d'étiquetage est totalement réversible. Ainsi, si on se donne à l'inversehaque oin le long du bord droit et du bord du haut, on peut parfaitement retrouvertoutes les étiquettes du diagramme, ainsi que le remplissage du tableau par les 0 et les 1.Par réurrene, supposons que nous ayions déjà libellé tous les oins d'une ase exeptéeelle en bas à gauhe par des partitions ρ, µ, ν omme sur la �gure 4. Alors, on va avoir lapartition λ dé�nie par les 4 règles suivantes :
B1 Si µ = ν = ρ, on pose λ = ρ et on laisse la ase vide.
B2 Si µ 6= ν, on pose λ = µ ∩ ν et on laisse la ase vide.
B3 Si µ = ν ⊂ ρ on obtient λ à partir du µ en enlevant un 1 à la ligne i − 1 si µ et ρdi�èrent à la ligne i, et on laisse la ase vide.
B4 Si µ = ν ⊂ ρ et si µ et ν di�èrent dans leur première part, alors λ = µ et on met uneroix dans la ase. 4



∅ 1 11 21 211 311

×
411 421 4211

∅ 1 11 21 211

×
311 311 321 3211

∅

×
1 11 21 211 211 211 311 3111

∅ ∅ 1

×
2 21 21 21 31 311

∅ ∅ 1 1 2 2 2

×
3 31

∅ ∅ 1 1

×
2 2 2 2 21

∅ ∅ 1 1 1 1 1 1

×
2

∅ ∅

×
1 1 1 1 1 1 1

∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅Figure 5: Un exemple de diagramme de roissaneOn peut d'ailleurs véri�er à l'inverse qu'ave la suite de partitions
(∅, 1, 11, 21, 211, 311, 411, 421, 4211, 3211, 3111, 311, 31, 21, 2, 1, ∅)on peut retrouver le remplissage de la �gure 5.On peut don en déduire le théorème suivant :Théorème 3 Soit F un polyomino retangulaire �xé. Alors les remplissages de F par les

0 − 1 (ave la propriété que haque ligne et haque olonne ne ontienne pas plus d'un 1)sont en bijetion ave les suites de partitions (∅ = λ0, λ1, . . . , λk = ∅) telles que λi−1 et λidi�èrent d'au plus une ase, et que (λi)i forme une suite unimodale pour la relation d'ordre
⊂ ('est à dire ∃j ∈ {1 . . . k} /λ0 ⊂ . . . ⊂ λj ⊃ . . . ⊃ λk).
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↔ (∅, 1, 11, 21, 211, 311, 411, 421, 4211, 3211, 3111, 311, 31, 21, 2, 1, ∅)

Figure 6: Un exemple de bijetion 0-1-polyomino ↔ suite de partitionsVoii quelques propriétés des diagrammes de roissane qui sont immédiates.Proposition 41. Une partition du diagramme de roissane est soit égale à sa voisine de droite ou alorsplus petite d'exatement une ase. 5



2. Une partition et sa voisine de droite sont égales si et seulement si la olonne de asesdu polyomino sous elles ne ontient pas de 1 et si leurs voisins du dessous sont aussiégaux entre eux.3. Une partition du diagramme de roissane est soit égale à sa voisine du dessus oualors plus petite d'exatement une ase.4. Une partition et sa voisine du dessus sont égales si et seulement si la ligne de ases àleur gauhe ne ontient pas de 1 et si leurs voisins de gauhe sont aussi égaux entreeux. Généralisation à des remplissages dans NJusqu'à maintenant, on n'a dé�ni les diagrammes de roissane que pour un polyominoretangulaire rempli ave des 0 − 1 ave au plus un 1 par ligne et par olonne. On peut demême, dé�nir les diagrammes de roissane pour un polyomino retangulaire rempli avedes entiers naturels quelonques, en se "ramenant" à un polyomino de la forme préédente.Ainsi, pour un remplissage quelonque d'un polyomino, on va augmenter le nombrede lignes et de olonnes de notre polyomino a�n de "séparer" en quelque sorte nos en-tiers. Ainsi, haque ligne et haque olonne de notre polyomino sera remplaé par au-tant de lignes/olonnes qu'elle ontient d'entrées (ave multipliité), et dans es nouvelleslignes/olonnes, on plaera seulement un 1 par ligne/olonne de manière qu'on plae les en-trées du nouveau diagramme en des haines de diretion Nord-Est, ei dans haque ligneet haque olonne.
3
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×Figure 7: Polyomino rempli par des entiers naturels quelonquesRemarquons qu'on pourrait de manière tout à fait équivalente plaer les nouvelles entréesde manière à les aligner en des haînes de diretion Sud-Est, ei dans haque ligne et haqueolonne.Mais e qui est important ii, 'est de pouvoir toujours se ramener à un 0-1-polyomino.Ainsi, pour haque polyomino rempli par des entiers naturels quelonques, on dira que sondiagramme de roissane assoié est le diagramme de roissane obtenu pour le diagramme"étiré" omme préédemment.Le as des diagrammes de FerrersNous avons dé�ni jusqu'à présent les diagrammes de roissane uniquement pour despolyominos retangulaires. En fait, es dé�nitions sont aisément étendues plus généralement6



Figure 8: Un exemple de Diagramme de Ferrersaux diagrammes de Ferrers, 'est à dire un polyomino tas (dont les olonnes ommenenttoutes au même niveau) telles que les olonnes soient en ordre déroissant.Remarquons don qu'un diagramme de Ferrers revient simplement à la donnée d'unesuite �nie d'éléments de {D,R} orrespondant au bord en haut à droite du diagramme(D=down, R=right). Par exemple, dans la �gure 8, e diagramme de Ferrers est donné parla suite
(R,D,R,R,D,R,D,R,R,R,D,D)A présent, on remplit notre diagramme de Ferrers par des 0 et des 1 de manière à eque haque ligne et haque olonne ontienne au plus un 1 (par soui de présentation, onse ontentera de laisser des ases vides quand on a des 0 et de plaer un X où il y a un 1).Nous désignerons de tels remplissage par un 0-1-Ferrers. Bien entendu, la généralisation auxremplissages par des entiers quelonques pourrait se faire semblablement aux retangles, onpeut don se ontenter des remplissages par des 0 et des 1.Nous pouvons alors assoier à notre 0-1-Ferrers un libellage des oins de ses ases, qu'onappellera enore son Diagramme de Croissane. Pour ela, on utilise exatement les mêmesrègles F1 à F4 que préédemment.Remarquons qu'à nouveau, le proédé d'étiquetage d'un diagramme de Ferrers est toutà fait réversible. En e�et, en réutilisant les règles B1 à B4 préédentes, on peut retrouverle 0-1-Ferrers donné au départ. De plus les propriétés énonées par la proposition 4 sontenore véri�ées.
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∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅Figure 9: Un diagramme de roissane pour un diagramme de Ferrers7



On a don le théorème suivant :Théorème 5Soit F un diagramme de Ferrers donné par une suite ω = ω1ω2 . . . ωk ∈ {D,R}k. Alorsles 0-1-remplissages de F (tels que haque ligne et haque olonne ne ontienne pas plusd'un 1) est en bijetion ave les suites (∅ = λ0, λ1, . . . , λ
k = ∅), où λi ne di�ère de λi+1que d'une seule ase au plus, λi ⊂ λi+1 si ωi+1 = R, et λi ⊃ λi+1 si ωi+1 = D.De plus, λi ⊂

6=
λi+1 si et seulement s'il y a un 1 dans la olonne de F sous les oins λiet λi+1, et on a λi ⊃
6=
λi+1 si et seulement s'il y a un 1 dans la ligne à gauhe de λi et λi+1.Un exemple de diagramme de roissane pour un diagramme de Ferrers est donné dansla �gure 9.Citons au passage un théorème très important en rapport ave les diagrammes de rois-sane de tableaux de Ferrers :Théorème 6 (de Greene)Soit un diagramme de Ferrers F rempli par des 0− 1 ave au plus un 1 par ligne et parolonne. Soit π le diagramme de roissane assoié à F et soit c un oin de F libellé dans

π par la partition λ = (λ1, λ2, . . . , λn). Alors :(i) Pour tout entier k, le nombre maximal d'union de k NE-haînes situées dans le ret-angle en bas à gauhe de c est égal à λ1 + λ2 + . . .+ λk.(ii) Pour tout entier k, le nombre maximal d'union de k SE-haînes situées dans le ret-angle en bas à gauhe de c est égal à µ1 + µ2 + . . .+ µk, où µ = (µ1, . . . , µm) désignela partition onjuguée de λ.Nous noterons à titre ulturel que les diagrammes de roissane peuvent se généraliser demanière simple à des polyominos plus généraux omme les polyominos tas. Une présentationde es diagrammes dits généralisés est présentée en Annexe 1.3.2 Jeu de Taquin sur les diagrammes de roissaneNous venons de dé�nir le diagramme de roissane assoié à un polyomino rempli par desentiers, nous allons à présent voir omment se traduit un Jeu de Taquin sur es diagrammespartiuliers.Rappelons que le Jeu de Taquin historiquement onnu sous e nom a été introduit parMarel Shützenberger et onsiste en un déplaement de ases pour qu'un tableau gauhedevienne un tableau standard de Young. Ii, nous allons voir une autre version de eméanisme.Prenons une suite roissante (pour l'inlusion) de partitions
P = (∅ = λ0, λ1, . . . , λn)où haque λi−1 di�ère du λi d'au plus un élément. À P , nous allons assoier une nouvellesuite roissante de partitions

jdt(P ) = (∅ = µ0, µ1, . . . , µn)ave les propriétés suivantes : Pour ommener,
• Si λ1 = ∅, on pose µi = λi+1 pour i < n et µn = λn.8



• Si λ1 6= ∅, on pose µ0 = ∅.Ensuite, supposons que nous ayions onstruit µi−1 pour un ertain i < n.
• 1er as : λi+1 = λi. Alors on pose µi = µi−1

• 2ème as : Si ν est l'unique partition qui ontient µi−1 et est ontenue dans λi+1,on pose µi = ν. Sinon, il n'en existe qu'une seule qui est di�érente de λi, et on posealors µi égal à ette partition.En�n, on pose µ(n) = λ(n).Voyons un exemple pour mieux omprendre ette transformation. Par ommodité, onérira en ligne la partition λ et la partition µ sera dérite en dessous, déalée d'un rangvers la droite, de telle sorte que µi soit sous λi+1 (e hoix s'explique par le fait que µi seraonstruit à partir de µi−1 − à sa gauhe − et de λi+1 − en dessus).Ii, prenons
P = (∅, 1, 2, 21, 211, 211, 311, 321, 3211, 3311)Alors la transformation se fait omme suit :

∅

λ0

1

λ1

2

λ2

21

λ3

211

λ4

211

λ5

311

λ6

321

λ7

3211

λ8

3311

λ9

∅

µ0

1

µ1

11

µ2

111

µ3

111

µ4

211

µ5

221

µ6

2211

µ7

3211

µ8

3311

µ9Figure 10: Un jeu de taquin sur une suite de partitionsD'où
jdt(P ) = (∅, 1, 11, 111, 111, 211, 221, 2211, 3211, 3311)Nous avons don dé�ni le Jeu de Taquin pour une suite de partitions roissantes d'auplus une ase omme préédemment, nous allons maintenant dé�nir le Jeu de Taquin pourun 0-1-polyomino.Dé�nition 7 Soit P un polyomino rempli ave des entiers naturels, et soit ∆ le diagrammede roissane qui lui est assoié bijetivement. On dé�nit j(∆) le nouveau diagramme deroissane obtenu à partir de ∆ en gardant le bord de droite µ identique mais en substituantà la suite de partitions λ du haut de ∆ sa transformée par le Jeu de Taquin : jdt(λ).(Rappelons qu'on a alors un unique diagramme de roissane qui est assoié à ette nouvellesuite de partitions (jdt(λ), µ), obtenu ave les règles B1 à B4 préédentes). Le nouveauremplissage du polyomino sera alors nommé j(P ).Remarquons que j est don une bijetion ar les proédés de onstrutions de diagrammede roissane et de Jeu de Taquin sur le bord sont bien entendu réversibles.On a également la propriété suivante :Proposition 8 Pour tout entier k ≥ 1, la transformation j onserve les nombres maximauxd'unions de k haînes Nord-Est de 1 du polyomino.En e�et, la partition libellant le oin supérieur droit étant identique dans ∆ et dans

j(∆), la propriété s'en déduit du Théorème de Greene.Si on prend omme exemple P le polyomino ité préédemment pour les diagrammes deroissanes : 9



P = ∅ 1 11 21 211 311

×
411 421 4211

∅ 1 11 21 211

×
311 311 321 3211

∅

×
1 11 21 211 211 211 311 3111

∅ ∅ 1

×
2 21 21 21 31 311

∅ ∅ 1 1 2 2 2

×
3 31

∅ ∅ 1 1

×
2 2 2 2 21

∅ ∅ 1 1 1 1 1 1

×
2

∅ ∅

×
1 1 1 1 1 1 1

∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅Alors, en opérant le Jeu de Taquin sur la suite de partitions du haut et en remplissantle nouveau diagramme par les règles B1 à B4, on trouve :
j(P ) = ∅ 1 2 21 31

×
41 42 421 4211

×
3211

×
3111

×
311

×
31

×
21

×
2

×
1

∅Remarquons que même si le remplissage a hangé entre P et j(P ), les nombres maximauxd'union de k haînes Nord-Est restent pourtant identiques.Une autre propriété assez partiulière relie le Jeu de Taquin et les diagrammes de rois-sane :Proposition 9 Soit P un polyomino retangulaire rempli par des entiers naturels et soit
λ la suite de partitions du bord du haut du diagramme de roissane assoié à P .10



Soit Q le polyomino retangulaire rempli, onstruit à partir de P en lui enlevant sapremière olonne et soit λ′ la suite de partitions du bord du haut du nouveau diagramme deroissane assoié à Q.Alors, on a λ′ = jdt(λ).4 Théorèmes de RubeyMartin Rubey, dans [11℄ a montré deux théorèmes sur les moon polyominos qui énonentque le nombre de remplissages de ertains types de moon polyominos (où on impose ertainesonditions) ne dépendent pas de l'ordre des olonnes, parfois seulement de la struture dee polyomino.Théorème 10Soit P un moon polyomino. On suppose que P est rempli de telle sorte que :(i) La ligne Li ontient (en somme) mi entrées(ii) |ne| = k(iii) |SE| = loù les mi, k et l sont des entiers donnés.Alors, le nombre de tels remplissages ne dépend pas de l'ordre des olonnes (tant que lerésultat reste un moon polyomino).De plus, si on ne regarde pas la ondition (i), le nombre de remplissages ne dépend quede la struture du moon polyomino.Quelques variantes du théorème :
• On pourrait remplaer (simultanément) (ii) par |NE| = k et (iii) par |se| = lEgalement, mais uniquement dans le as de 0-1-remplissages,
• On pourrait remplaer (simultanément) (ii) par |nE| = k et (iii) par |Se| = l

• On pourrait remplaer (simultanément) (ii) par |Ne| = k et (iii) par |sE| = lAvant de prouver le théorème, rappelons la dé�nition de la fontion j bijetive que nousavons onstruit pour ombiner les diagrammes de roissane et le Jeu de Taquin sur eux-i.À un 0-1-polyomino retangulaire P (si e sont des entiers naturels quelonques, onl'élargit, omme vu préédemment, pour se ramener au as des 0-1), on lui applique lesrègles F1 à F4 pour onstruire ∆ son diagramme de roissane assoié.A e diagramme de roissane, on ne garde que la suite de partitions sur le bord droitet on remplae elle du bord du haut par sa transformée par le Jeu de Taquin.En appliquant les règles B1 à B4, on obtient un nouveau diagramme de roissane dupolyomino j(∆) ainsi qu'un nouveau remplissage. Le polyomino rempli obtenu (si besoinrétréi s'il avait été élargi au début), noté j(P ).Il est important de noter que la transformation j préserve les longueurs des haînes NEet se.Preuve :1ère étape : Tout d'abord, montrons que réordonner les olonnes ne hange pas lenombre de remplissages. 11



Soient C et D deux olonnes de P , C ontenue dans D, C à gauhe de D.On marque le plus grand retangle ontenu dans P de même hauteur que C. On plaela première olonne du retangle à la �n omme dans l'exemple suivant :
7→A présent, si on applique la transformation j au retangle et si on laisse les autres entréesidentiques, alors le nombre d'entrées de haque ligne est resté le même et omme j préserveles NE haines, le résultat suit.(Rappelons que les haînes NE, se, . . . doivent être ontenues dans un retangle !)2ère étape : Nous avons vu qu'on peut don éhanger les olonnes de notre polyominosans faire varier les nombres mi, k, l. A présent, oublions les nombres mi.On peut éhanger les olonnes de P omme préédemment, et les plaer dans l'ordredéroissant (le polyomino reste bien moon ar il est de libre intersetion).
7→Puis, nous e�etuons une symétrie par rapport à la diagonale y = x pour obtenirune polyomino tas. Remarquons que ette transformation éhange k et l (les haînes NEdevenant se et les se devenant NE).
7→A e stade, nous pouvons don réorganiser les olonnes sans hanger les nombres k et

l (qui sont toujours inversés l'un de l'autre). Réordonnons les pour les plaer dans l'ordredéroissant.
7→En�n, rétablissons l'ordre naturel entre k et l en e�etuant à nouveau une symétrie parrapport à la diagonale y = x.
7→12



Nous obtenons ainsi un diagramme de Ferrers, ave les mêmes aratéristiques que lepolyomino de départ : les nombres k et l ont été onservés tout au long du proessus.Ainsi, tout polyomino admettant |ne| = k et |SE| = l admet autant de remplissages quee diagramme de Ferrers : le nombre de tels remplissages ne dépend que de la struture dupolyomino, 'est-à-dire du diagramme de Ferrers obtenu par le proessus préédent, e quidémontre don le théorème.
�Rubey a également démontré un autre théorème plus puissant qui énone qu'on peutégalement oublier l'entier l du dernier théorème.Théorème 11Soit P un moon polyomino. On suppose que P est rempli par des 0 − 1 de telle sorteque :(i) La ligne Li ontient (en somme) mi entrées(ii) |ne| = koù les mi et k sont des entiers donnés.Alors, le nombre de tels remplissages ne dépend pas de l'ordre des olonnes (tant que lerésultat reste un moon polyomino).De plus, si on ne regarde pas la ondition (i), le nombre de remplissages ne dépend quede la struture du moon polyomino.A première vue, e théorème semble presque identique au préédent, mais la preuvepréédente ne peut pas s'appliquer ar la transformation j que nous avons utilisé ne préservepas le nombre d'entrées d'une taille donnée.La preuve utilise la théorie des omplexes simpliiaux ainsi que l'anneau de Stanley-Reisner et est présentée en annexe 2. Une preuve omplètement bijetive de e théorèmereste à e jour enore ouverte.De plus, à partir du théorème préédent, nous avons don �xé |ne| mais nous n'aurionspas pu �xer |SE| : le théorème ne marherait pas alors, ei même pour des polyominostas.Bien que l'ensemble des 0-1-remplissages de plus longue haîne Sud-Est au plus 1 estenore un omplexe simpliial, il n'y a plus de bijetion entre les mon�mes de l'anneau deStanley-Reisner et les remplissages du moon polyomino satisfaisant les bonnes restritions.En e�et, les relations du théorème n'exluent pas que les haînes ontenant des entréesmultiples, e qui pose problème.En e�et, si on onsidère le remplissage suivant du polyomino tas :

× ×
× × ×
× ×Sa plus longue haîne Sud-Est est de longueur 3. Cependant, il n'y a pas de tel remplissageave 7 entrées non nulles du polyomino tas :

.De même, on ne peut pas onserver simultanément la longueur de la plus longue haînenord-est et de la plus longue haîne sud-est, du moins pas si on persiste à vouloir onserverle nombre d'entrées dans haque ligne. Par exemple,
×

× × × ×
× 13



est un remplissage tel que la plus longue haîne nord-est est de longueur 2, et la plus longuehaîne sud-est est de longueur 1. Pourtant, il n'y a pas de tel remplissage du polyomino
.5 Croisements et emboîtements des partitions de [n]5.1 k-roisements et k-emboîtementsCes résultats onernant le nombre de remplissages de polyominos ne sont pas sortisde nulle part et proviennent en réalité d'un problème posé par C.Krattenthaler dans [7℄.En e�et, e dernier avait réussi à établir es mêmes résultats d'une manière un peu moinsgénérale en se ontentant des diagrammes de Ferrers. C'est Rubey qui a don on�rmé sesonjetures en les élargissant quelque peu.On peut alors se demander quelle était la soure de es questionnements, et omment ilssont arrivés à herher des résultats dans e sens. C'est pourquoi nous allons nous attarderun moment sur les partitions de [n].Rappelons bien entendu que [n] désigne l'ensemble {1, 2, . . . , n}. Ii, nous onsidéronsdes partitions de et ensemble :

[n] = A1 ∪A2 ∪ . . . ∪Ak , (Ai)i 2 à 2 disjoints et non videsChaque ensemble Ai étant un sous-ensemble de N, on peut ordonner ses éléments et paronvention, nous allons érire les éléments de Ai omme paires de la manière suivante :
Ai = {i1, i2, i3, . . . , im} = {(i1, i2), (i2, i3), . . . , (im−1, im)}ave i1 < i2 < i3 < . . . < im.Ainsi, haque partition de [n] peut s'érire de manière unique (à ordre près des éléments)omme ensemble de ouples d'éléments de [n]. On prendra don pour onvention qu'unensemble onstitué d'un seul élément n'est alors pas représenté.Par exemple, on a pour partition de [7] :

[7] = { {1, 4, 5, 7} , {2, 6} , {3} } = {(1, 4), (4, 5), (5, 7), (2, 6)}Naturellement, on peut alors représenter ette partition ave un graphe, où haque pairede la partition (i, j) orrespond alors à une arête du graphe, les sommets étant les élémentsde l'ensemble [n]. Par exemple, la partition préédente de [7] peut se représenter par :
1 2 3 4 5 6 7On peut alors dé�nir de manière graphique si une partition ontient un roisement ou unemboîtement. Mais nous allons dé�nir es objets de manière formelle. Pour les dé�nitionssuivantes, on onsidère P une partition de [n].Dé�nition 12 On dé�nit un k-roisement de P omme un sous-ensemble {(i1, j1), . . . , (ik, jk)}de P tel que

i1 < i2 < . . . < ik < j1 < j2 < . . . < jk14



On note alors Cross(P) le plus grand k tel que P ontienne un k-roisement.
i1 i2 i3 i4 j1 j2 j3 j4Dé�nition 13 On dé�nit un k-emboîtement de P omme un sous-ensemble {(i1, j1), . . . , (ik, jk)}de P tel que

i1 < i2 < . . . < ik < jk < jk−1 < . . . < j1On note alors Nest(P) le plus grand k tel que P ontienne un k-emboîtement.
i1 i2 i3 i4 j1 j2 j3 j4Théorème 14 Soit n, s, t ∈ N. Alors le nombre de partitions de [n] telles que Cross(P ) =
s et Nest(P ) = t est égal au nombre de partitions de [n] telles que Cross(P ) = t et
Nest(P ) = s.Preuve : On va en fait réaliser une bijetion entre es partitions et les 0-1-Ferrersinstaurés dans les parties préédentes.Soit P une partition de [n]. On peut l'érire omme on a vu auparavant en ensemble deouples :

P = {(i1, j1), . . . , (ik, jk)}On va réer un diagramme de Ferrers en esalier omportant 5 lignes et 5 olonnes tel queles olonnes soient numérotées de bas en haut et les lignes de gauhe à droite. Puis pourhaque (ix, jx), on pose un 1 dans la ase de la ligne Ljx
et de la olonne Cix

.On a alors une bijetion entre les partitions de [n] et les tableaux de Ferrers qui ont auplus un 1 par ligne et par olonne.De plus, un k-roisement orrespond bijetivement à une haîne Sud-Est et un k-emboîtement orrespond à une haîne Nord-Est. Le théorème suit alors grâe à ette bije-tion. �Voyons un exemple de telle bijetion :
P = {(1, 2, 4), (3, 5)} = {(1, 2), (2, 4), (3, 5)}

1 2 3 4 5
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∅

∅

×
1

∅ ∅ 1

∅ ∅

×
1 11

∅ ∅ ∅

×
1 1

∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅Mais Krattenthaler va enore plus loin ar le résultat reste en fait vrai en rajoutant deshypothèses. Avant d'énoner e deuxième théorème, donnons deux nouvelles dé�nitions :Dé�nition 15 Pour une partition P = A1 ∪A2 ∪ . . .∪Ak où les (Ai)i sont 2 à 2 distints,on dé�nit les ensembles min(P ) et max(P ) par
min(P ) = {min(A1),min(A2), . . . ,min(Ak)}

max(P ) = {max(A1),max(A2), . . . ,max(Ak)}En fait, on remarque que si on omplète le théorème préédent en imposant que soientonservés les ensembles min(P ) et max(P ), le théorème est enore valable.Théorème 16 Soit n, s, t ∈ N et soient S, T deux sous-ensembles de N. Alors le nombrede partitions de [n] telles que Cross(P ) = s, Nest(P ) = t, min(P ) = S et max(P ) = Test égal au nombre de partitions de [n] telles que Cross(P ) = t, Nest(P ) = s, min(P ) = Set max(P ) = T .Preuve : D'après la preuve du théorème préédent, on a une bijetion entre les partitionsde [n] et les 0-1-Ferrers, mais également ave les tableaux osillants qui lui sont assoiés,'est-à-dire les suites de partitions ommenant et �nissant par ∅, dont les termes ne varientque d'une ase au plus.D'après le théorème préédent, il su�t de montrer quemin(P ) etmax(P ) sont invariantspar onjugaison.Supposons que {i1, . . . , ik} soit un blo de la partition P . Alors d'après notre bijetion,on va mettre 1 dans (Ci1 , Li2), dans (Ci2 , Li3), . . . , et dans (Cik−1
, Lik

). On remarque donqu'il n'y a pas de 1 dans la ligne Li1 et dans la olonne Cik
.Ainsi l'absene de 1 dans la ligne Li1 entraîne que les partitions λ2i1−2 et λ2i1−1 à droitede la ligne Li1 sont égales et inluses stritement dans la partition λ2i1 .De même l'absene de 1 dans la ligne Cik

entraîne que les partitions λ2ik−2 et λ2ik−1 enhaut de la olonne Cik
sont égales et ontiennent stritement la partition λ2ik

.Alors min(P ) et max(P ) sont lairement dé�nis par les sous-suites (λi−2, λi−1, λi) de
P , selon leurs liens ave la relation ⊂.Par onjugaison, es suites sont invariantes (leur lien pour ⊂ en tout as) d'où on peutappliquer la bijetion du théorème préédent et le résultat suit diretement.Ces résultats énonés par Krattenthaler dans [7℄ sont en fait des théorèmes énonésun an plus t�t par l'artile [2℄, mais d'une manière tout à fait di�érente. Krattenthaler adon retrouvé es mêmes résultats par une méthode tout à fait di�érente faisant appel auxdiagrammes de roissane, des résultats qui auront été améliorés en�n par Rubey [11℄.16



Une autre appliation intéressante étudiée au premier abord par [2℄ est l'idée du prob-lème inverse : absene de roisement et d'emboîtement dans une partition de [n], ette étudea été approfondie par Anna De Mier dans [3℄ entre autre grâe aux résultats de Rubey.5.2 Graphes k-non-roisés et k-non-emboîtés sur [n]Le problème des k-non-roisements et des k-non-emboîtements, étudié par Anna de Mierdans [3℄ a été présenté tout à fait di�éremment, ar il repose en grande partie sur la théoriedes graphes.Dans toute la suite, nous allons don onsidérer des graphes sur [n], supposés sansboules, en autorisant la possibilité d'avoir plusieurs arêtes entre deux sommets di�érents.
1 2 3 4 5 6 7 8Figure 11: Un graphe sans boule sur [8]Nous allons dé�nir à présent les k-roisements et les k-emboîtements pour les graphessur [n], e qui est analogue aux mêmes dé�nitions pour les partitions sur [n].Dé�nition 17 Soit G un graphe sans boule sur [n].On appelle k-roisement de G tout ensemble de k arêtes (i1, j1), . . . , (ik, jk) telles que

i1 < i2 < . . . < ik < j1 < j2 < . . . < jkOn appelle k-emboîtement de G tout ensemble de k arêtes (i1, j1), . . . , (ik, jk) telles que
i1 < i2 < . . . < ik < jk < jk−1 < . . . < j1Dé�nition 18 Soit G un graphe sans boule sur [n].

G est dit k-non-roisé s'il ne ontient auun k-roisement. Le plus grand k tel que G aitun k-roisement est noté Cross(G).
G est dit k-non-emboîté s'il ne ontient auun k-emboîtement. Le plus grand k tel que Gait un k-emboîtement est noté Nest(G).On va réer une bijetion entre es graphes et des diagrammes de Ferrers remplis par desentiers naturels quelonques. Pour ela, à haque graphe G sur [n], nous allons assoier undiagramme de Ferrers ∆(G) en esalier omportant n−1 lignes et olonnes, où on numéroteles olonnes de 1 à n− 1 de gauhe à droite et les lignes de 2 à n de haut en bas. Alors, s'ilexiste un nombre x d'arêtes entre i et j, on posera le nombre x dans la ase du diagrammesituée en ligne Ln−j+1 et en olonne Ci. Par exemple, le graphe présenté en �gure 11 seraassoié au diagramme de Ferrers de la �gure 12Nous pouvons faire diretement les relations suivantes : G ontient un k-roisement siet seulement si ∆(G) ontient une haîne Sud-Est de longueur k. De même G ontient un
k-emboîtement si et seulement si ∆(G) ontient une haîne Nord-Est de longueur k.Le théorème suivant, toujours énoné par Krattenthaler dans [7℄ donne un premierrésultat sur les graphes k-non-emboîtés et k-non-roisés.Théorème 19 Pour tout diagramme de Ferrers F et tout entier m �xé, on onsidère tousles remplissages de F tels que la somme de ses entrées soit égale à m. Alors pour tout k < 1,17



1
1

1 1
1

2 1Figure 12: ∆(G) assoié au graphe sur [8]le nombre de tels remplissages qui ne ontiennent pas de haîne Sud-Est de longueur k estégal au nombre de tels remplissages qui ne ontiennent pas de haîne Nord-Est de longueur
k. Ainsi en se restreignant aux diagrammes de Ferrers triangulaires, nous obtenons immé-diatement le orollaire suivant :Corollaire 20 Le nombre de graphes k-non-roisés sur [n] possédant m arêtes est égal aunombre de graphes k-non-emboîtés sur [n] possédant m arêtes.En fait, on peut même renforer e résultat en introduisant de nouvelles notions de
k-roisements faibles et k-emboîtements faibles.Dé�nition 21 Soit G un graphe sans boule sur [n].On appelle k-roisement faible de G tout ensemble de k arêtes (i1, j1), . . . , (ik, jk) tellesque

i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ ik < j1 ≤ j2 ≤ . . . ≤ jkOn note Cross∗(G) le plus grand k tel que G ait un k-roisement faible.On appelle k-emboîtement faible de G tout ensemble de k arêtes (i1, j1), . . . , (ik, jk)telles que
i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ ik < jk ≤ jk−1 ≤ . . . ≤ j1On note Nest∗(G) le plus grand k tel que G ait un k-nesting.Alors la version omplète du théorème préédent est la suivante :Corollaire 22 Soient n,m, r et s des entiers naturels quelonques.Le nombre de graphes ayant n sommets etm arêtes tels que Cross(G) = r et Nest∗(G) =

s est égal au nombre de graphes ayant n sommets et m arêtes tels que Cross∗(G) = s et
Nest(G) = r.Dé�nition 23 Soit G un graphe sans boule dé�ni sur [n]. On dé�nit la suite des degrésG/D de G omme la donnée de U = (li, ri)i=1...n, où pour haque i, li orrespond au nombred'arêtes partant de i vers des entiers x < i, et ri orrespond au nombre d'arêtes partant de
i vers des entiers x > i.Remarquons qu'en terme de théorie des graphes, le degré de haque i est égal à li + ri.Nous donnons la aratérisation suivante des suites de degrés G/D sur des graphes sur
[n] a�n de pouvoir les distinguer totalement :
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Proposition 24 U = (li, ri)i=1...n est une suite de degrés G/D d'un graphe G si et seule-ment si


















n
∑

i=1

li =

r
∑

i=1

ri

∀k = 1 . . . n ,
k
∑

i=1

li ≤
k−1
∑

i=1

riNous avons ainsi une dé�nition valable des suites de degrés G/D omme étant les suitesde n ouples (li, ri) véri�ant les deux onditions préédentes.Anna De Mier a alors montré [3℄ le théorème suivant, plus restritif que les préédentsmais qui est don enore valable :Théorème 25 Soit U une suite de degrés G/D. Alors le nombre de graphes G k-non-roisés sur [n] ayant pour suite de degrés G/D la suite U est égal au nombre de graphes G
k-non-emboîtés sur [n] ayant pour suite de degrés G/D la suite U .Une remarque importante que nous devons faire est qu'il est néessaire de pouvoirautoriser plusieurs arêtes possibles entre les éléments de [n] dans les graphes. En e�et, sion se restreint aux graphes simples (i.e. les graphes n'ayant pas plus d'une arête entre deuxsommets distints donnés), le théorème préédent est faux. Un exemple est le suivant.

U = (0, 2), (0, 2), (1, 1), (2, 0), (2, 0)Pour ette suite de degrés G/D (elle véri�e en e�et les deux onditions données dans ladé�nition), il existe bien un graphe simple non-emboîté mais auun graphe simple non-roisé.Avant d'attaquer la preuve du théorème préédent, il nous faut poser quelques notationset dé�nitions.Dé�nition 26 Soit i un entier de {1, 2, . . . , n}.
i est une ouverture si li = 0 (on aura alors (li, ri) = (0, ri)).
i est une fermeture si ri = 0 (on aura alors (li, ri) = (li, 0)).Ces dé�nitions nous permettront, quitte à rajouter des sommets, de se ramener unique-ment à des ouvertures et fermetures, e qui pourra nous être utile par la suite.Lemme 27 Pour tout entier i de [n], il y a autant de graphes G sur (l1, r1), . . . , (li, ri), . . . , (ln, rn)que de graphes G sur (l1, r1), . . . , (li, 0), (0, ri), . . . (ln, rn).Introduisons alors quelques notations.
F (G) (respetivement O(G)) va désigner l'ensemble des fermetures (resp. ouvertures)du graphe G.

F (G) = {i1, . . . , if} , O(G) = {j1, . . . , jo}On va noter pour toute fermeture i, p(i) le nombre de possibilités d'ouvertures pour j :
∀i ∈ F (G) , p(i) = Card {j < i / j ∈ O(G)}A présent pour G donné, nous onstruisons un diagramme de Ferrers T (G) de taille

(p(if ), p(if−1), . . . , p(i1)) et si d arêtes relient js à ir, on mettra alors un d dans la ase dela ligne Lf−s+1 et de la olonne Cs.Par onstrution, on a alors les deux relations suivantes:
∑

d∈Li

d = li ,
∑

d∈Cj

d = rj19



Nous pouvons appréier qu'enore une fois, la présene de k-roisements (resp. k-emboîtements) dans G orrespond à la présene de suites Sud-Est (resp. Nord-Est) dans
T (G).Un exemple est le suivant :
1 2 3 4 5 6 7 8 9

O(G) = {1, 2, 3, 5, 8}

F (G) = {4, 6, 7, 9}

T (G) =

2
1 1 1

1 1
1 1 2Ii T (G) a pour sommes de lignes 4, 2, 3, 2 et sommes de olonnes 2, 2, 3, 2, 2.On a don à notre disposition une bijetion entre les graphes G/D et les remplissages dediagrammes de Ferrers, qui permet don par ailleurs de retrouver la suite de degrés G/Dgrâe à la taille et au remplissage de notre diagramme de Ferrers.Dé�nition 28 On appelle diagramme à sommes L/C presrites tout diagramme muni dedeux suites (ρi)i et (γj)j d'entiers naturels telles que les seuls remplissages autorisés poure diagramme soient eux tels que les sommes en lignes et olonnes orrespondent aux suites

(ρi) et (γj).Théorème 29 Pour tous les diagrammes T à sommes L/C presrites, le nombre de rem-plissage de T évitant des k-haînes Sud-Est est égal au nombre de remplissage de T évitantdes k-haînes Nord-Est.Ce théorème de Anna de Mier [3℄ omplète les travaux de Chen, Deng, Du et Stanley [2℄.Ces derniers ont quand même développé de nombreux résultats que nous allons détaillerdans la partie suivante.5.3 Une bijetion ave des hemins dans le plan et l'espaeL'idée de Chen, Deng, Du et Stanley était d'établir une bijetion entre les partitions k-roisés ou k-emboîtés ave des objets ombinatoires bien onnus, dont on pourrait extraireune formule énumérative expliite.Un exemple très simple [9℄ est que le nombre de ouplages de [2n] ('est-à-dire unepartition de [2n] sous forme de n ouples) n'ayant pas de roisement est égal au nombrede ouplages de [2n] n'ayant pas d'emboîtement, et e nombre est égal en partiulier au
n-ième nombre de Catalan Cn :

Cn =
1

n+ 1

(

2n

n

)

.Pourrait-on faire la même hose ave des 2-roisements, 2-emboîtements, et plus générale-ment k-roisements et k-emboîtements ? Et parallélèlement, peut-on raisonnablement trou-ver une signi�ation bijetive pour les graphes k-non-roisés ou k-non-emboîtés ?20



Les auteurs de [2℄ ont donné le théorème suivant qui illustre une première approhe duproblème d'énumération des ouplages non-roisées.Théorème 30 Supposons R
k−1 muni d'une base (ei)i=1...k−1. Alors le nombre de parti-tions de [n] k-non-roisées est égal au nombre de hemins fermés dans la région

Vk = {(a1, a2, . . . , ak−1) , a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ ak−1 ≥ 0 , ai ∈ Z}partant et arrivant en l'origine, de longueur 2n, de pas ±ei ou (0, . . . , 0), ave la propriétéque notre hemin "reule" (ave un pas −ei) ou stagne (ave un pas de 0) après un nombrepair de pas, et à l'inverse qu'il "avane" (ave un pas +ei) ou stagne après un nombreimpair de pas.Ce théorème a été obtenu en mettant en plae une bijetion entre les partitions ettableaux vasillants, une bijetion expliitée en Annexe 3. Les auteurs se sont intéressésplus partiulièrement non pas aux partitions de [n] en général mais plut�t aux ouplagesde [n]. Le orollaire suivant est don le plus utilisé par la suite.Corollaire 31 Le nombre de ouplages k-roisés de [2m] est égal au nombre de heminsfermés de longueur 2m de l'ensemble
Vk = {(a1, a2, . . . , ak−1) , a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ ak−1 ≥ 0 , ai ∈ Z}partant et arrivant en l'origine, de pas unitaires dans n'importe quelle diretion de la basehoisie de R

k−1, ou dans leur diretion opposée.Le orollaire préédent restreint aux as k = 2 ou k = 3 permet alors de dé�nir de bellesorrespondanes ombinatoires.Dé�nition 32 Un hemin de Dyk de longueur 2m est un hemin dans le plan quadrillé
Z

2, allant de l'origine (0, 0) au point (2m, 0), de pas (1, 1) ou (1,−1), qui ne passe jamaisen dessous de l'axe des absisses.Une paire (P,Q) de hemins de Dyk est dite non-roisée s'ils ont même origine etmême destination, que P n'est jamais situé en dessous de Q.Proposition 331. L'ensemble des 2-ouplages non-roisés est en bijetion ave l'ensemble des heminsde Dyk.2. L'ensemble des 3-ouplages non-roisés est en bijetion ave l'ensemble des pairesnon-roisées de hemins de Dyk.Preuve : D'après le orollaire préédent, les 2-ouplages non-roisés sont en bijetionave les hemins fermés V = (xi)i=0...2m ave x0 = x2m = 0, xi ≥ 0 et xi+1 − xi = ±1. Cehemin est uni-dimensionel, on en dé�nit un autre dans le plan en posant
P = {(i, xi) / i = 0, 1, . . . , 2m}. Alors P est bien un hemin de Dyk et la bijetion orrespondante est don donnée.Pour k = 3, les 3-ouplages non-roisés sont en bijetion ave des hemins du plan

V = (xi, yi)i=0...2m ave (x0, y0) = (x2m, y2m) = (0, 0), xi ≥ yi ≥ 0 et (xi+1, yi+1) −
(xi, yi) = (±1, 0) ou (0,±1). Etant donné un tel hemin, on peut très bien dé�nir dans leplan 2 hemins en posant

P = {(i, xi + yi) / i = 0, 1, . . . , 2m}21



Q = {(i, xi − yi) / i = 0, 1, . . . , 2m}Alors, par onstrution (P,Q) sera une paire non-roisée de hemins de Dyk et on peut voirfailement que 'est bien une bijetion.Un exemple de bijetion : Voii un ouplage de [10].
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10Voii alors le ouple de hemins de Dyk orrespondant :

•

• • •

• • • •

• • • • •

• • •Dénommons à présent fk(m) le nombre de k-ouplages non-roisés de [2m]. Toujoursd'après le orollaire, 'est également le nombre de hemins de longueur 2m dans la région
Vk partant et arrivant en l'origine ave pour pas {±e1,±e2, . . .± ek−1}. Posons alors Fk(x)la série génératrie des fk(m) en faisant varier le m.

Fk(x) =
∑

m=≥1

fk(m)
x2m

(2m)!Grabiner et Magyar ont déterminé une formule déterminantale pour Fk(x) :
Fk(x) = det [Ii−j(2x) − Ii+j(2x)]i,j=1...k−1ave Im(2x) la fontion hyperbolique de Bessel de première espère d'ordre m, donnée par

Im(2x) =
∑

j≥0

xm+2j

j!(m+ j)!En partiularisant pour le as k = 2, on pourrait retrouver la formule suivante :
F2(x) = I0(2x) − I2(2x) =

∑

j≥0

Cj

x2j

(2j)!22



où Cj désigne le j-ième Nombre de Catalan : on retrouve don bien la formule donnéepréédement.D'après une formule sur le nombre de paires non-roisées de hemins de Dyk, due auxtravaux de Gouyou-Beauhamps, on peut trouver dans le as k = 3 que
f3(m) =

3!(2m+ 2)!

m!(m+ 1)!(m+ 2)!(m+ 3)!
= CmCm+2 − C2

m+1Nous pouvons don grâe à des bijetions obtenir quelques formules lauses pour lespetites valeurs de k et ainsi obtenir quelques résultats numériques pour le nombre de graphes
k-non-roisés. Cependant même pour des petites valeurs, ela n'a pas enore été traité demanière générale pour k quelonque. En e�et, dans ertains as, des bijetions n'ont pasenore été relevées, ou bien l'expression des résultats néessiterait des aluls très lourdset des formules déterminantales qui n'ont pas été simpli�ées jusqu'à présent. Il reste donenore à faire dans la reherhe de signi�ations des k-roisements ou k-emboîtements avantde pouvoir les énumérer parfaitement. Peut-être les études liés aux tableaux de permutationpermettront de faire e lien si on parvient à mettre en évidene un lien entre les deux travauxde reherhe.6 ConlusionNous avons à présent énoné les prinipaux résultats onnus onernant les suites rois-santes et déroissantes présentes dans les remplissages des polyominos. On voit bien quee problème peut se poser de manière équivalente en passant par d'autres aspets ombi-natoires, omme les k-roisements ou k-emboîtements.L'artile de Chen, Deng, Du, Stanley et Yan [2℄ a été le préurseur dans e sens, eta permis aux autres auteurs de faire le lien ave les polyominos et de nombreux résultatsont don été obtenus par la suite. A présent, il paraît di�ile d'obtenir des résultats plusgénéraux que eux obtenus par Rubey : les moon polyominos semblent être le type leas le plus général à traiter. Cependant, des travaux sont en ours en e qui onerneles k-roisements (ou k-non-roisements) et de même pour les k-emboîtements (ou k-non-emboîtements), où de possibles ouvertures sont toujours possibles.Krattenthaler semble penser que e sujet aurait un lien plus ou moins fort ave le travailfait par d'autres équipes sur les tableaux de permutations ar des similitudes apparaissentmais personne n'a enore mis en évidene e fameux big piture.L'expériene de e stage de reherhe m'a permis en tout as de m'initier à e qu'estun véritable travail de reherhe dans un laboratoire. Je remerie haleureusement pourela mon professeur J. Zeng qui m'a généreusement aueilli au sein de son équipe et deson groupe de travail ave R.Biagioli et F.Jouhet. Il m'a fait onnaître les séminaires dereherhe de l'Institut Camille Jordan, ainsi que l'enthousiasme lié aux onférenes math-ématiques omme le Séminaire Lotharingien auquel j'ai pu assister. Le fait de renontrerles auteurs des artiles étudiés, C.Krattenthaler ou M.Rubey, a été très enrihissant et jelui en suis don très reonnaissant. Ce travail a ainsi été dans son intégralité d'un grandintérêt et il me sera don néessairement pro�table dans la poursuite de mon ursus et dema future arrière.
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7 Annexe 1 : Les diagrammes de roissane généralisésLes dé�nitions des diagrammes de roissane vues au début de e mémoire se rappor-taient soit à des polyominos retangulaires, soit à des diagrammes de Ferrers. Nous allonsà présent généraliser quelque peu es notions pour permettre une dé�nition se rapportantaux polyominos tas.Prenons don un polyominos tas quelonque, et nous allons herher à libeller haqueoin, ette fois non plus ave une partition, mais ave deux. Chaque oin sera don étiquetéde :
• une partition supérieure donnée en appliquant le Théorème de Greene à la régionretangulaire en bas à gauhe du oin aussi large que la ligne juste au-dessus du oinétudié.
• une partition inférieure donnée en appliquant le Théorème de Greene à la régionretangulaire en bas à gauhe du oin aussi large que la ligne juste en-dessous du oinétudié.Dans le as partiulier où les lignes du dessus et en dessous du oin soient de mêmetaille, les partitions inférieures et supérieures seront alors égales. Dans e as, nous nemettrons don qu'une seule partition. En partiulier, 'est le as d'un diagrame de Ferrerset la dé�nition oïnide don ave elle donnée préédemment. Un exemple de diagrammede roissane généralisé est donné par la �gure 13

∅ 1

×
2

∅

×
∅
1

1
11

1
11

∅

×
∅
1

∅
11

∅
11

1
111

1
111

∅ ∅

×
1 1 11 11

∅ ∅ ∅ ∅ 1 1 1 11

∅
∅
1

∅
1

∅
1

∅
1×

1
2

1
2

1
2

11
21

∅

×
1 1 1 1 1 1 1 11

∅ ∅ ∅ ∅ ∅ 1 ∅ ∅

×
1

∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅Figure 13: Un diagramme de roissane généralisé
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De manière similaire aux polyominos retangulaires, nous avons la proposition suivante.Proposition 34 La suite de partitions le long du bord du diagramme de roissane général-isé détermine entièrement le remplissage du diagramme en entier.Preuve : En e�et, supposons que nous ayons reonstruit le diagramme de roissanejusqu'à la i-ème ligne, y ompris la suite de partitions supérieures tout au long du bas deette même ligne. Si ette ligne ommene dans la même olonne, les partitions supérieureset inférieures oïnident et nous n'avons qu'à utiliser les règles usuelles B1 à B4 pour obtenirles étiquettes de la ligne et la suite de partitions supérieures qui labellent ses oins inférieurs.Sinon, il est néessaire de reonstruire la suite de partitions inférieures en ommenant à éti-queter le bas de la i-ième ligne.
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8 Annexe 2 : Notions sur les omplexes simpliiauxUn omplexe simpliial K est un ouple (S,R) où S est un ensemble �ni de sommets et
R un sous-ensemble de l'ensemble des parties de S (R ⊂ P(S)), los par intersetion (si a et
b sont deux éléments de R, alors a∩ b l'est aussi). Les éléments de R autres que l'ensemblevide sont appelés les simplexes de K.La dimension d'un simplexe est simplement son ardinal moins 1 ; un n-simplexe estun simplexe de dimension n. La dimension d'un omplexe est la plus grande dimensiondes simplexes qui le onstituent. Un omplexe est pur si toutes ses faes maximales ont lamême dimension.

x est un point �ne si pour tout σ ∈ Σ, σ ∪ {x} ⊂ Σ.Un simplexe peut être vu omme un polyèdre prenant appui sur des sommets. Unsimplexe de dimension 0 est un sommet dans un espae abstrait, un simplexe de dimension
1 est une arête s'appuyant sur deux sommets (es deux sommets eux-mêmes font égalementpartie du simplexe), un simplexe de dimension 2 est une fae triangulaire qui s'appuiesur trois arêtes et trois sommets (es arêtes et sommets sont des simplexes, des partiesappartenant au simplexe-fae).Les sommets d'un graphe sont des simplexes de dimension 0 et les arêtes des simplexesde dimension 1. De plus, les intersetions entre arêtes sont bien des simplexes, le grapheen entier est don un omplexe simpliial. La dimension de e omplexe est elle du plusgrand simplexe qu'il ontient 'est-à-dire 1 aussi.Les omplexes simpliiaux dans les polyominosOn prend Λ = (λ1, λ2, . . . , λn) un polyomino tas.On pose ∆Λ,k le omplexe simpliial dé�ni par

∆Λ,k = {σ ∈ Λ / σ ne ontient pas de haîne (k − 1)-Nord-Est dans Λ}On pose ΓΛ,k le oin de Λ :
ΓΛ,k = {(i, j) ∈ Λ / (i, j) ∈ {1, . . . , k} × {n− k + i, . . . , n}}On remarquera que tous les éléments du oin de Λ sont des points �nes de ∆Λ,k.On notera ConeΛ,k l'ensemble des points �nes de Λ. Les dé�nitions de haînesNE dans

Λ signi�ent bien entendu que la haîne est inluse dans un retangle inlus omplètementdans Λ.Théorème 35 Soit k ≥ 1 et soit Λ un polyomino tas à n olonnes et de struture µ =
(µ1, . . . , µn). Alors ∆Λ,k est pur, de dimension

dµ,k =
k

∑

i=1

µi +
n

∑

i=k+1

min(µi, k) − 1Soit MΛ,k la famille des faes maximales de ∆Λ,k.Théorème 36 Soit k ≥ 1 and soit Λ et Λ′ deux polyominos tas de même struture. Alors
|MΛ,k| = |MΛ′,k|26



Nous allons à présent énoner la preuve du théorème 11. Elle néessite de onnaissanessur les omplexes simpliiaux et sur l'anneau de Stanley-Reisner.Preuve : On onsidère don ∆ le omplexe simpliial de tous les moon-polyominosremplis par des 0-1, ayant au plus mi entrées non nulles en ligne i et de plus longue haîneNord-Est de longueur inférieure ou égale à k.L'anneau de Stanley-Reisner de ∆ est l'anneau polynomial ayant pour variables les xijpour haque (i, j) du moon-polyomino, modulo les relations
{xi0j0xi2j2 . . . xikjk

= 0 / (i0, j0), (i2, j2), . . . , (ik, jk) haîne Nord-Est dans ∆ }Ainsi, il y a une bijetion évidente entre les mon�mes de et anneau et les remplissages dumoon polyomino satisfaisant les onditions du théorème.De la même manière, on peut onsidérer le omplexe simpliial ∆′ de tous les remplis-sages par 0-1 du moon polyomino transformé, ayant au plus mi entrées non nulles en ligne
i et de plus longue haîne Nord-Est de longueur inférieure ou égale à k.Or, le nombre de mon�mes d'un degré donné dans l'anneau de Stanley-Reisner orre-spondant à ∆ est égal au nombre de mon�me du même degré dans l'anneau de Stanley-Reisner orrespondant à ∆′. Cei dit, les fontions de Hilbert des deux anneaux doiventêtre les mêmes. Ainsi, les omplexes simpliiaux orrespondants doivent avoir le même f -veteur, e qui est équivalent à l'a�rmation du théorème.
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9 Annexe 3 : Une bijetion entre partitions de [n] ettableaux vasillantsDans la setion 5.3 de e mémoire, nous avons utilisé une bijetion entre les ensemblesde partitions et les tableaux vasillants. Cette relation est expliitée en détail dans l'artilede Chen, Deng, Du, Stanley et Yan [2℄. Nous allons don la dérire un peu plus en détailii.Dé�nition 37 Un tableau vasillant V 2n
λ de forme λ et de longueur 2n est une suite departitions d'entiers λ0, λ1, . . . , λ2n telle que :1. λ0 = ∅, et λ2n = λ.2. λ2i+1 est obtenue à partir de λ2i en ne faisant rien ou en enlevant une ase.3. λ2i est obtenue à partir de λ2i−1 en ne faisant rien ou en ajoutant une ase.Quelques exemples : un tableau vasillant de forme 11 et de longueur 10 peut être lesuivant

∅, ∅, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 21, 11, 11.Nous allons à présent dérire la bijetion qui nous intéresse.Donnons nous un tableau vasillant
V = (∅ = λ0, λ1, . . . , λ2n = λ)On va dé�nir une suite (P0, T0), (P1, T1), . . . , (P2n, T2n) où Pi est un ensemble de pairesd'entiers dans [n] et Ti est un Tableau de Young Standard de forme λi.On pose P0 l'ensemble vide ∅, et on pose T0 égal au Tableau de Young Standard vide.Puis par réurrene, on onstruit les autres Pi et Ti :1. Si λi = λi−1, alors (Pi, Ti) = (Pi−1, Ti−1).2. Si λi ⊃ λi−1, alors il existe un k ∈ 1, . . . , n tel que i = 2k. Dans e as, on pose

Pi = Pi−1 et Ti est obtenu à partir de Ti−1 en ajoutant l'entier k dans la ase
λi\λi−1.3. Si λi ⊂ λi−, alors il existe un k ∈ 1, . . . , n tel que i = 2k− 1. Dans e as, on pose Til'unique Tableau de Young Standard de taille λi telle que Ti−1 soit obtenu à partir de
Ti en insérant par ligne un nombre j. Ce j doit alors être inférieur à k. Pi est obtenuà partir de Pi−1 en ajoutant la paire (j, k).Remarquons que par onstrution, on a P0 ⊆ P1 ⊆ . . . ⊆ P2n. Par ailleurs tout entier

i apparaît au plus une fois omme premier élément d'une paire de P2n et au plus une foisomme deuxième élément d'une paire de P2n.On posera alors ψ(V ) = (P, T2n) où P est la partition de [n] dont la représentationstandard (en ouples) est P2nRemarquons également que si un entier i apparaît dans T2n, alors P2n ne peut pasontenir de paire (i, j) ave i < j. Il s'ensuit ainsi que i est l'élément maximal du blo quile ontient. Le ontenu du tableau T2n est don un sous-ensemble de max(P ).
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Voyons un exemple pour omprendre plus lairement l'appliation ψ.Posons
V = ∅, ∅, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 21, 21, 211, 21, 21, 11, 21Alors, les paires (Bi, Ti) (où Bi est la paire ajoutée à Pi−1 pour obtenir Pi) sont donnéespar le tableau suivant :

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Ti ∅ ∅ 1 1 12 12 12 12
12
4

12
4

12
4
5

14
5

14
5

1
5

17
5

Bi (2, 6) (4, 7)Ainsi, dans e as,
T =

1 75 et P = {1} ∪ {2, 6} ∪ {3} ∪ {4, 7} ∪ {5}L'appliation ψ est bien bijetive ar le proessus est totalement réversible.Donnons nous un ouple (P, T ) où P est une partition de [n] (on notera sa représentationstandard E(P )), et T est un tableau de Young standard dont les entrées sont des élémentsmaximaux de leur blo dans P , et T2n = T . On va faire le hemin inverse, en partant de
T2n et reonstruire les tableaux préédents, et ainsi la suite de formes de partitions V .Supposons que nous ayons reonstruit le tableau de Young standard T2k pour un ertain
k ≥ n, on peut alors obtenir les deux tableaux T2k−1 et T2k−2 par les règles suivantes :1. T2k−1 = T2k si l'entier k n'apparaît pas dans T2k. Sinon T2k−1 est obtenu à partir de

T2k en enlevant la ase ontenant k.2. T2k−2 = T2k−1 si E(P ) ne ontient pas d'arête de la forme (i, k). Sinon, il existe ununique i < k tel que (i, k) ∈ E(P ). Dans e as, on pose T2k−2 le tableau obtenu àpartir de T2k−1 en insérant i par ligne.
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