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Introduction

Introduction

Considérons I'EDS

dX; = V2dB; — V(X:)dt, Xo=v.

et

P:f(x) = Ex(f(Xt)) ou

V= 0y.

La formule d'lto prouve que le semi-groupe d'Ornstein-Uhlenbeck
vérifie 'EDP suivante :

0
il Au—Vo(x)-Vu

Lu, avec  u(0,x) = f(x).
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Introduction

Considérons maintenant |'opérateur adjoint de (P{(-))¢>0 dans
L2(dx)

/Pt(f)dy:/fde(y), /Pt(f)gdx: /fP;"(g)dx

Si v est une probabilité on a P;(v) = Loi(X:) et P;(g) vérifie
I'EDP de Fokker-Planck suivante

d
Eu(t,x) Au+ div(uVe(x))

L*u,

avec  u(0,x) = g(x).
On a L*(e%) =0, e ¥ est un état stationnaire,

1
Loi(X;) — dpy, = ?e_wdx?
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Introduction

> u(t,x) — 0si [e™% =00, ex: ¢ =0, équation de la
chaleur.
> u(t,x) — [ updp, si [ e¥ < oo ol

dpy(x) = %f(x))dx, Z, = /exp(—go(x))dx

ex: V(x) = x, I'équation classique d'Ornstein-Uhlenbeck.

Le "bon" espace pour étudier O-U est L2(y,), en effet L est
autoadjoint :

/ngdpw = /gLfdpw = —/Vf-ng,u@.
et par suite
L*(g) = e 7L(e¥g) Pi(g) =e “Pi(e’g).

Notons que la masse totale est conservée pour le semi-groupe O-U:

vVt >0, /u(t,x)duw(x) :/uoduw.
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Cadre : on ici que suppose [ ™% =1 < 00 et p,(x)dx = e~ () dx.
Comprendre la convergence du semi-groupe d'Orstein-Uhlenbeck.
Vitesse, espace...

Théoreme (Convergence L?)
L’inégalité de Poincaré ou de trou spectral :

2
Vf, Var, (f) ::/<f—/fdu¥,> dpy, < Cp/|Vf|2du¢,

est équivalente 3 /a décroissance exponentielle dans L? de u vers
f Uodu¢.'

2
/(u(t,x)—/uodu¢> dp, < e_2t/CPVaruw(uo).
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Preuve : il suffit de dériver la variance :

d
EVarW(u) = —2/|Vu|2du¢
et I'inégalité de Poincaré donne

d 2
Evarﬂtp(u) < - C_Pvarﬂao (u)

Il reste a appliquer le lemme de Gronwall.

La réciproque est juste la dérivation de I'inégalité au temps t = 0.

Remarque : ici il faut considérer uy dans L? et Poincaré.
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Théoreme (Convergence dans Llog L)

L’inégalité de Sobolev logarithmique :

f Vf|?
v > 07 Entuw(f) = fIOg ffTHd/,ch < CLS Tdu(p’
©

est équivalente a /a décroissance exponentielle de I'entropie de u
vers [ ugdpiy:

Ent, (u) < e "/ “SEnt,,_(uo).

La preuve est la méme sachant que

\VUI2

d
d—Ent
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Quand vérifie-t-on une inégalité de Poincaré ou de Sobolev
logarithmique?

Exemples

» La mesure Gaussienne en dimension n vérifié Cs; = 2 et
Cp=1.

» Dimension n: Hess(yp) > Ald avec A > 0 alors C s < 2/\ et
Cp < 1/A. Critére de Bakry-Emery (1984).

» En dimension 1 on peut "caractériser” les mesures qui
vérifient ces inégalités, critére de Hardy ou de Muckenhoupt.

» Fonction de Lyapunov : si on trouve une fonction V > 1, telle
que LV < —\V + bl alors Poincaré est vérifiée
(Bakry-Cattiaux-Guillin 08).
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Convergence entropique et inégalité de log-Sobolev faible

Que peut-on dire lorsque ji, ne vérifie pas I'inégalité de Sobolev
logarithmique?
Definition (Inégalité de Log-Sobolev faible)

1 une probabilité sur M, u vérifie une inégalité de Sobolev
logarithmique faible, LSF, s'il existe 3;sr(s) = 0 décroissante
telle que

Ent,(f?) := /f2 log <fff722du>d”< ﬂLsF(S)/|Vf|2d,u+sOsc2(f),
Osc(f) = sup(f) — inf(f).

But : avoir une convergence entropique pour presque toutes les
fonctions .
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Supposons que ¢ est de classe C3

IVol?(x) —Ap(x) = —Cpmin > —00 existence du processus (X;)s>0-

Théoreme (Cattiaux,G.,Guillin,2007)
Soit du = e~ %dx vérifiant LSF de fonction ;s et soit £ définie

par £(r) = —3B1sr(r)log (r), pour r assez petit.
Supposons que la condition initiale uy > 0 soit assez "réguliére”
alorsV1>e>0et k>0, 3C(e,k), et t. >0 tq

C(e, k)
og = (1/¢(2))

Vit >t EntH(Pktuo) < |

Prouvons et caractérisons Sobolev logarithmique faible avec les
inégalités de type capacité-mesure.
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Qu'est-ce que c'est qu'une capacité?
Soit ;& une mesure de probabilités et v une mesure positive sur M.
SiACQcCM,

Cap, (A, Q) :=inf {/ IVfPdv; f e CH(M), 14 < f < IQ}.

Le principe d'une inégalité capacité-mesure : dans le casou Q = M

VAC M, N(A) < CCap Capu(A) M)

/ Py < Con / VFPdy

alors Ceap < Csop < 4Ccap-(Maz'ja 1985)
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Barthe-Roberto (2003) et Barthe-Cattiaux-Roberto (2006).
e SiVQ, u(2)=1/2, VACQ,

M(A) < CCap Capl/(A7 Q)7

Var,(f) < CPoin/|vf|2dVa
Alors CPom NS CCap 4'CPom
e SiVQ, u(Q) =1/2, VACQ,
e
11(A)
2
Ent,,(f) < CL5/|vf| d
Alors aCrs < Ceap < BCs

u(A) log (1 " ) < Ceap Capu(A.Q)
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Théoreme (Cattiaux,G.,Guillin,2007)

Si i vérifie LSF avec une fonction 31 sp. Pour tout AC M tq
uw(M) <1/2, alors

1
Vs > 0, <MA Iog<1+—> —s> Brse(s) < Capu(A, M).
(4) Sy ) =) is(8) < Conu(A. M)
Réciproquement, si 3 décroissante tq VA C M avec u(M) < 1/2,

e2

1(A)

Alors . vérifie LSF avec la fonction (31 se(s) = 163(3s/14).

Vs > 0, <M(A) log (1 + ) - S) /B(s) < Capu (A, M).

u(A)log (1+ 5%
Bwi <Oé1M(A) log <1 + ﬁ))

En résumé : oy

< Capu(A, M) « LSF.
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Proposition (Cas particulier de la dimension 1)

Soit j1 = p,dx une probabilité symétrique sur R, B sp décroissante
positive . Soit C optimale tq

Vs > 0,Vf, Ent,(f?) < CBLS,:(s)/\Vf]zd;H—sOscz(f).

Alors b < C < B, ou

Pu

b = sup
x>0 B1sF (7”([X ) jog (1 +

16”([X +OO)) |Og ( M([Xeij‘ooﬁ)) /X 1
B = sup —.
x>0 BLSF( 3 M([X +OO)) IOg (1 =+ m)) 0 pﬂ

1
2p([x,+00))

Mbg(“'m) /X 1
)%
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Exemples

> Pour a > 0, la mesure dm,(t) = a(1 + [t])~17%dt/2, t € R
vérifie LSF avec la fonction

(log1/s)* 2/

Vs >0, Brse(s)=C 3a ;
S

ot C > 0 est une constante.

» Pour « € (0,2), définissons la mesure de probabilité
dpa(t) = Zoe 11%dt, t € R, (ot Z,, est la constante de
normalisation). Alors ., vérifie LSF avec la fonction

Vs >0, Bsr(s) = C(logl/s)=o)/e,
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Equation des milieux poreux a poids

Equation des milieux poreux (u; = Au™) peut étre considérée
comme une généralisation de |'équation de la chaleur.

Nous considérons ici la généralisation du semi-groupe
d'Ornstein-Uhlenbeck: I’équation des milieux poreux a poids
(WPME).

Soit m > 1: condition initiale u(0,x) = up(x) > 0,

%u — Au" — Vip(x) - Vi = L(u™),

Quelques questions :

» Existence.
» Comportement asymptotique (convergence L2 ou entropique).

> ... et quelles sont les inégalités fonctionnelles associées?
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Existence

Théoreme (Dolbeault,G.,Guillin,Wang,08)

Soit ug une fonction positive C*> dans LZ’:l(Rd) alors il existe une
unique solution classique de WPME, admettant ug comme
condition initiale.

Rappelons ici que ., est une mesure de probabilités.

» Ce n’est pas difficile mais nous n’avons pas trouvé de
référence.

» La preuve est basée sur un cours donné par J.L. Vasquez a
Montréal (1990):
» On commence sur un domaine borné Q C R” et pour une
condition initiale bornée.
» On utilise un principe de contraction L' pour obtenir I'unicité
de la solution.
> Ensuite on étend a R” pour toute condition initiale.
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Convergence a I'équilibre

Peut-on utiliser la méme méthode que dans I'introduction?

d 8m mi1
—V =" [V 2du
dt ar, (1) (m+1)2 /‘ uz [

Poincaré n'est pas suffisant.

— Nous avons donc besoin d’une inégalité de Poincaré dans
L9,
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Théoréme (Convergence L?)
L9-inégalité de Poincaré

Vf>0,  Var, (f)V7< Cp/ IVf2dpg,

est équivalente, avec g = 2/(m+ 1) et ug € L?(uy), 3 Ia
convergence polynomiale de la norme L?.

2
/(u—/uodu¢> du, <
(Varmp(f)_(m_l)/2

1

+ 4mCp(m—1) t) 2/(m=1)"

(m+1)7
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Preuve: Essayons avec cette inégalité :
d 8m mtl o
EVarW(u): “mi iR /|VU 2 [*dp,

mais L9-inégalité de Poincaré implique

8Cpm m+1

5 (Var,, (u)) 2

0
—Var, (u) < “mri)p

ot

D’un autre coté la convergence L? implique que

8me

d
—Var,_(u) (0) < RCEE

" Var,, (u) (0)1+2/(’"_1),

ce qui redonne L9-inégalité de Poincaré.
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Conditions et exemples

L9-Poincaré pour (p,v) : v une probabilité et v positive.

VF20,  Var,(f)Y9 < cp/|w|2dy.

La difficulté est donc de prouver ces inégalités.

e Premiérement cette inégalité est intéressante seulement si
g € (0,1], (poser f =1+ eg).

Proposition (Une hiérarchie)

La fonction q — Var“(fq)l/q est croissante pour q € (0,1].

e [N -Poincaré = L9-Poincaré pour 0 < g2 < g1 < 1.
e Poincaré — L9-Poincaré 0 < q < 1.

— de nouveau les inégalités de type capacité-mesure .
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Soit g € (0,1) et définissons

= - (1 q)/q
Op E M(Qk)l/(l q)
sSu | |

’ {kEZ apl/(gzk, Qk+1)Q/(1—q) € [U +OO]

ou le supremum est pris pour tout Q C M avec p(Q2) =1/2 et
toute suite (), telle que pour tout k € Z, Q C Q41 C Q.

A relier avec I'inégalité associée a Poincaré :

(A
_ 7 <
Cap,(A, Q) Cp
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Théoreme (Inégalité capacité-mesure associée)
Soit p une mesure de probabilité et v une mesure positive sur M.

» Soit q € [1/2,1) et Cp la meilleur constante de

2 1/q
Var,(f9)/9 = (/ F29dp — </ f"d,u) > < Cp/\Vf]zdy

implique
Bp < 2Y9Cp.

» Soit g € (0,1) et supposons que Bp < +oo. Alors (u,v)
vérifie L9-Poincaré avec la constante C avec de plus

C < Gpfp.
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Esquisse de preuve : on découpe en tranches.

» La premiere partie du théoreme (L9-Poincaré implique CM) :
fixons (L) et fi tels que 1o, < fix < 1g,,, considérons ensuite

f = (Tk — k1) fc + Tht1, on Qpsa \ Qi

alors

N

/\Vﬂzdz/: > (k= i) VA2 dv .
ke N i1\ Q%

L9-Poincaré pour f + un bon choix de (74) + définition
Capy (%, Q1) = Bp < 2Y9Cp.
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» La seconde partie (CM implique L9-Poincaré) : soit m la
médiane de f, alors

Var,(f9) < /(f — m)iqd,u—i- /(f — m)*%dp.
Posons pour p < 1, Q = {(f — m)4 > p*} donne
P
_ q _ _ q > 2q
[~ mtdn > / Al = m) = (29

1—p2a
3 @)
Z

IN

2

1—p% 2k !
< T/ > Capu(Qu, Qg1 )™
Z

P

et on retrouve |'énergie par la capacité dans Q1 \Qx.
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Conclusion: Pour g € [1/2,1),

Bp ~ Cp,

Le but maintenant est de calculer Gp.

e En dimension n on peut obtenir des propriétés globales sur les
inégalités.

e En dimension 1 on peut estimer la constante.
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Théoreme (Maz'ja)
Soit q € [1/2,1). Alors pour tout Q € M et (), tel que
Qy C Quy1 C Q, consider

d(t) = inf {Cap,(A,Q); AC Q, u(A) > t}

ie. ®(u(A)) < Capy(A,Q)

alors
2(Q)/1=9) 1 W) ;4 \9/(1-q)
< — dt,
% Capy(Qk7Qk+1)q/(1_q) 1-gq /O <¢(t)>

La fonction ® est donc indispensable pour estimer les inégalités.
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e Poincaré faible dans le cas général. Si s — [(s) est positif et
décroissante telle que Vf,

Vs>0, Var,(f)< /|Vf| dv + s [Osc(f )]2
est équivalent a I'inégalité de capacité-mesure p(Q2) =1/2,

1(A) :
A Bay < A

(voir Barthe-Cattiaux-Roberto 2005)

Poincaré faible L9 -Poincaré

L9-Poincaré — —1 o
avec f3(s) = Cs'v Vq €(0,q)
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e Les inégalités de Hardy donnent le résultat en dimension 1 : on
calcule explicitement la capacité d’'un ensemble.

X
1
RO = nferoc)), () = [ - o
0 Pv
p, est la densité de v et u que nous supposerons ici symétrique.

Proposition
Soit q € [1/2,1], (u,v) satisfaisant une L9-inégalité de Poincaré si

/ |rR|9/(=9) ¢} < .
0

Preuve : il faut calculer

1 1/2 ¢\ 9/(1=a)
L ()
1-qgJo ®(t)
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Exemple
Soit p(x) = 3.1 log(1+ [x;|*F) + W(xq, - - , x,) avec W bornée

n
1
dNQD(Xl?.” 7Xn) — — eW(Xl,"',Xn)dXI...an’
I.l:Jl: 1+ ’X,'| ta

La mesure ji,, vérifie une L9-inégalité de Poincaré avec q € [1/2,1)

sia>2q/(1—q).
Alors la solution de I'équation des milieux poreux a poids

%u(t,x) =Au™ —Vp(x) - Vu™.

converge avec une vitesse polynomiale dans L2 si m > (a + 4)/a.
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Nous avons la méme chose pour les L9-inégalités de Sobolev
logarithmiques.

[ f2q 1/q
Entp(fm)l/q ::< 29 ) du) < CLSI/|Vf|2 dv,

JfPadp
2 1/(1—q) (1-q)/q
[M(Qk) Iog(l + 2D ))}
ﬂSL = sup Z o /(1—q) ;
keZ [CapI/(Qk’Qk-i-l)]q 7
Pour g € (0,1) alors
Crsi < ks Bsi,
Log-Sobolev faible L9 -Log Sobolev

L9-Log Sobolev — 1 =
& avec Bwi(s) = quT Vq €(0,q)
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