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Introduction

Introduction :

Ce mémoire est centré sur la formule du triple produit de Jacobi (TPJ), et sur

plusieurs applications a la combinatoire des partitions et a 1’arithmétique.

On retrouve le TPJ dans de nombreuses preuves, il est en effet trés pratique car il a pour

but de transformer des sommes infinies en produits infinis, ce qui en facilite la

manipulation et permet des calculs plus aisés.

Plus précisément :

Dans une premicre partie on introduit les g-séries pour définir la formule de
Taylor « quantique » d’une série entiére convergente.
On démontre 2 identités d’Euler qui sont des applications des q-formules de

Taylor de fonctions qu’on va rencontrer régulierement.

Les identités d’Euler vont nous permettre dans une seconde partie de donner des
preuves raisonnablement courtes et claires du TPJ .

Et nous en donnerons une derniére vraiment courte due a Cauchy.

Le TPJ a des applications dans de nombreux domaines mathématiques, en
particulier en combinatoire, on va voir qu’il est utile a 1’étude des partitions. On
va introduire les nombres triangulaires et pentagonaux qui interviennent dans des
formules de partitions.
Ces égalités nous permettrons de donner une preuve de la congruence de
Ramanujan [He]:

p(5n +4) = 0[mod 5]

Cette preuve utilise essentiellement des outils d’algebre linaire.

On donnera dans une derni€re partie une preuve raisonnablement courte du

théoréme des deux carrés par Hirschhorn [H] basée elle aussi sur le TPJ .
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Enfin on donnera : - une preuve du théoréme des quatre carrés due a Duverney
[D], preuve qui utilise I’équation de la chaleur et le TPJ pour retrouver le carré de
I’expression du théoréme des deux carrés.

- et une autre incompréhensible de Andrews, Ekhad et

Zeilberger [AEZ].
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Chapitre 1 g-séries

| g-séries

Dans cette partie on introduit les g-séries pour donner la g-formule de Taylor pour
les séries entieres convergentes :

I-1 g-derivée et formule de Taylor

Soit q €C, q = 1fixé.

On introduit pour une fonction ou série formelle f(X)sa g-dérivée D, f(x) telle que :
D, f (= 1@= 1
(q-Dx

Si f est différentiable alors : Li”l‘ D, () = %
q— X

, pour g #1

D, est linéaire : pour tout a,b constants et f,g fonctions on a:

D, (af (x) +bg(x)) = ab, (f (x)) +bD, (9(x))

Pour un produit de fonctions f(x)g(x) ona:

f(@x)g(ax) - f()9(x)

D, (f (x)9(x)) = (q-Dx
_ F@)9(@)—g(@) f )+ 9@ f(x) - F()9(x)
(q-1)x
_ 9@[f (@) - f(0]- Folg@)-g(x)]
(q-1)x

D, (f(x)9(x)) = (@)D, f (x)+ f (x)D,9(x) (1)
Et on a aussi en échangeant f et g:

D, (f()9(x) = £(ax)D,g(x) +g(x)D, f (x) (2)

f(x)
9(x)

Pour un quotient de fonctions , avec ¢ non nulle quel que soit X en appliquant les

formules du produita g x ’ =f,

Nous obtenons :
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Chapitre 1 g-séries

avec (1): (f(q )jD g(x)+g(x)D, (f( )j D, f (X)

9(ox) 90
f (@)
D f —|———=1D
. (f(x)j_ a9 (g(qx)j 9% 4@, (- f (@)D, 900
ou: Dq = =
90 900 90)9(0)
: | f00) (109
De méme,  avec(2): g(qx)D( (X)] ( (X)]D g(x) =D, f(x)
F (%)
. (f( )j 10 ( ()] 9% 40D, f (9~ 1(0)D,900
90) 9(oX) 90090

Nous voulons formuler le développement de Taylor d’une fonction avec ses -
dérivées : Dy f(X).
Remarquons que si D est la dérivée usuelle elle est « trés adaptée » a la famille
X"
n
Plus précisément, on peut exprimer la formule de Taylor de la fagon suivante :

P =

n

Proposition 1 :

Sur I’espace des polynémes C[X ], soient D un endomorphisme linéaire, (P;),_,
une famille de polynémes et a € C tels que :

1. Bj(a)=1 et P (a)=0 pourtoutn=1
2. DegP, =n

3. DP,(x)=P,_,(X) pourtoutn>1 etD(1)=0

N
Alors pour tout f(x)e C[X] dedegré N,ona: f(x)=> (D"f)@P,(x).
n=0
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Chapitre 1 g-séries

Cette proposition se démontre par une récurrence immédiate. Or pour 1’opérateur
n

linéaire D, et la famille de polynomes P, = o famille habituelle avec la dérivée

q

usuelle D, la condition 3) n’est pas vérifiée, en effet pour a# 0 ona:

(x—aP-(x—af _g>x>—2qxa+a?—x>+2ax—a>
(a-1)x (a-1)x

_ (@2 -Dx—(q-1)2ax
(a-Dx

D,(x-a)’ =(q+1)x-2a

D,(x—a)’ =

Et (q+1)x—2a=[2]x—a)=(q+1)(x—-a)
D’ou D M;rs(x—a)

©2l

Cherchons une famille P, (X) adaptée & I’opérateur D, pour pouvoir appliquer

la proposition 1 :

Nous devons avoir : P, (x) =1
D’ou D,R(X)=FR(x)=1 etPR(a)=0
Nous devons donc avoir P(X)=x-a
De plus nous devons avoir D,R,(X)=R(X)=x-a et P,(a)=0
X? a’
Nous devons donc avoir P, (X) = m —ax+c avecc=P,(a)— m + a2
2
D’ou c=_ & a2
2]
XZ aZ
De sorte que : P(X)=f5—ax—+=+a?

2] 2]
(x—a)(x—-ga)
P,(x) ==
2]
De méme on trouve :

x> ax? 3

, @ a 3 3
P,(X) =+ —F=+|a*—¢= |X+C,avec C=—+= ++=a

BRI R Bl e
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Chapitre 1 g-séries

x* —[Blax2 + ([3]'a2 - [3]a2)x —a* - [3]!a’ + 2[3]a°
[3]!
_ X’ [+ [3Ja>qx—a’ ~[3]a’(1-q)
[3]!
X —(q2+q+1)ax?+ (g2 + g+ acgx+a’(-1+1-q°)
[3]!
_ X —(®+q+1axc+(g*+q+1)a*gx-g’a’

[3]!

(x—a)x—qa)x—qa)

[3]!

Etdonc P;(X)=

P3(X):

Ces exemples suggerent de définir les polyndmes suivants :

P(X):ﬁ(x__qia):ihnl (X—qia)

1 n-1 )
Que I’on note : (x-a); =1 (X—q'a)
On en déduit le lemme suivant :
Lemme 1: Ona  D,(x-a); =[n[x-a);"

En effet les fonctions ainsi introduites vérifient la condition 3) de la propositionl:

Preuve :
o (x-a); - BN ") r-a) (g
- (q _ll)x X [(qx —a)g" (x—a)x - aq)...(x —q ”’za)— (x—a)x- qa)...(x —q ”*‘a)]
| . - o
-l e e a ool
(x-a)" 1, . .
~ (a-1)x <la'x-ag" —xq"a]
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——(qn_l)xx x—a)"
 (a-1) x=a)

D,(x-a); =[n}x-a);"

Et elles vérifient aussi les conditions 1) et 2).

Avec les fonctions P, (X) nous obtenons la formule de Taylor suivante :

(x-a)
il

N
Proposition 2 : Pour tout polyndme f(x):  f(x)=> (D] f)(a)
=0

Exemple : g-bindbme de Newton

Pour f(x)= (X + a) , onremplace a par (-a) dans D, (X — a):

On obtient donc : D (x—a); =[n](x—a);"

D’ou (Dq‘ (x—a); XO) =([n][n+1].Jn—j+ 1])q%2n+l)a”’j X!

En posant —>(n— j):

=0

n J'(J'*l)
On obtient : Z{ } X"

En remplagant x par 1 et a par X nous trouvons :

(1+x) ZH R *)

=0
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Chapitre 1 g-séries

I-2 Passage des polynémes aux séries formelles :

Notons C[[X]] I’ensemble des séries formelles. Soit f appartenant a C[[X]],

f est défini par la suite (ax)k=0 @ valeurs dans C telle que : f(X) = z ax*XecC.
k>0

L’ensemble des polynomes a coefficients complexes est inclus dans
I’ensemble des séries formelles. Un polyndme a coefficients complexes est en effet une

suite nulle a partir d’un certain rang.

Par définition nous avons : Z a X" = Zbk X* équivauta a, =b, VkeN.
k=0 k=0

Les séries formelles sont naturellement un espace vectoriel sur C :

Si f,geC[X]: Frg=YaX +3bX =3 (a, +b)X"
k=0 k=0

k=0

Le neutre pour 1’addition est la série constante nulle.

Etpour Ae C: /’tf:/’tiakxk:i(;tak)xk
k=0

k=0
Soient f,ge C[[X]], f(X):ziaka, g(X):= ibkxk
k=0 k=0

On définit le produit sur C [[X]] de deux séries comme suit :

(f)(X): (Zak j[szj Z(Zab)xk Z[Zk:ambkaXk

k=0 \ m+l k=0\ m=0

Ce produit est associatif, cela découle de 1’associativité de C[X], distributif.

Le neutre est la série de terme constant égal a 1 et avec tout les autres coefficients nuls.

Remarque : -L’ensemble des polyndmes est un sous-anneau C[X] de C[[X]] .

On obtient donc la formule pour les séries formelles :
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g-formule de Taylor formelle :

<(051)0)
kI

Proposition 3: Si fe C[[X]], alors: f(X)=> X" ,qfixé, ge C
n=0

Preuve : En effet : Sif(X):iOCnXn ,C,e C
n=0
Alors (quXX):Mzic Mx_n

@-Dx & " (@-1) X
(D, fkX)= fcn[n]x -1

Et: (D f)x)= (nl_l)

-1)
(D@ )x)= ch [n][n —1]x n-2

On a la formule (Dép)fxx i [n]n=1]...[n= p+1]x""

Dot : (D )o0)= z [nn-1]...[n- p+1]
(D' £ Yo)=C,[pllp-1]...]=c, (p])

. = (D)o,

D’ou : f(X):nZ:; (ik]' X
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I-3 Séries convergentes :

I-3-1 Rayon de convergence :

Soit f € C[[X]] f(x)= iak X* avec a, e C pour tout k.

k>0

Pour z nul, f converge quelque soit la suite (ak ) a, € C pour tout k.

keN °

Posons R = sup{rzo ; (anr” )nEN suite bornée }

Lemme d’Abel :  Si r<R alors Y a,z" converge normalement dans D(0,r).

n=0
Si r>R alors Zanz” diverge dans D(0,r).
n=0

Preuve :
Soit r< R, on fixe z € D(0,r) et r'e ]r,R[. Ona: VneN :|¢':1n|zn s]an|r”,

n
'n : ' r - )
an|r est bornee car r<r' et | — | estle terme général d’une
r

n
Et a,|r" = ]an|r'”x(%j ,

série convergente. Donc z a,z" converge normalement sur D(0,r).
n=0

Si r>R alors |an|z” ———>+o . Etdonc Zanz” diverge sur D(0,r)

n=0

On appelle R le rayon de convergence de la série formelle f , on note R =R(f) :

Vz eC,

7| <R, ianz” converge
n=0

. "
z|>R,Y a,z" diverge grossiérement
n=0

Vz eC,
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Notons de plus C {{X }}’ensemble des séries formelles convergentes avec un rayon non

nul:  C{X}}={f eC[[X]] :R(f) >0}

C{{X}} est un sous anneau de C [[X]] :

( C{X}},+) est un sous-groupe de ( C [xT.+) :

. vigec{xll f0=Yax" g(x)=3bX"
f(X)-g(X)= Z OX X e C{X}}, en effet:

Si |z <min(R(f),R(9)).

(a, —b,)z"| <

Et R(f —g) > min(R(f),R(g))>0

o (fg)(X i(Zabk,jX appartlentaC{{X}}avec R(fg):

k=0 \_1=0

k
‘< ;]a,bkfl X"

1~k -1

Soit z tel que : ’Z’ <min(R(f),R(9))

Kk k
Alors : ZIalbk7|HX|k SZ]albkfl”X'Xk"’
1=0 1=0

<37l [X oy, [ X)

1=0

k k k
Z|a,bk7,]|X]k < Z|aIHXI‘Xz,bk4HX H’
1=0 1=0 1=0

E SlalX[<wo et Y |X <
1=0 1=0
D’ou : R(fg) > min(R(f),R(g))>
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On a donc prouvé qu’étant donné une série f de C {{X}} on peut définir une fonction,

notée f, sur D(O, R(f )) par: f(2)= i“akzk ,pour tout ze D(O, R(f ))
k=0

Proposition 4 :

Si (a,)._,esttelle que :

+00
1. Zan X " aun rayon de convergence non nul
n=0
+00 -
7<e=>a,2"=0
n=0

2. S’il existe £ >0 tel que Vz,

Alors: Vn,a, =0

I-3-2 Dérivée d’une série formelle convergente :

Remarque : i“akzk et i(k +1)a,., 2%, (a, )nzo e C, ze C, ont méme rayon de

k=0 k=0
convergence, en effet :

Soient R et r leurs rayons de convergence respectifs :

-Si|z| > R, la suite (anZ” )nzo n’est pas bornée.

1l en est de méme de la suite (n + 1)(an+12” )nzo, d’our<R.

-Supposons |Z| < Retsoit a > 0tel que : |Z| +a <R

7. r 7 n
La série de terme général ]anH ](| z] + a) est convergente, or :

’(n + l)an+1 Z )

1
< ;|an+1|(] Z|+a )”+1

La série de terme général (n+1)a,,,z" est absolument convergente, d’oti r > R .

n+1

Etdonc r=R.
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Théoreme 1 : En tout point z, du disque de convergence la fonction f(z) = Zan z"

n=0

n

+00
est dérivable au sens complexe, de dérivée : f'(z,) = z (n+1)a,. z,
n=0

+00 +
Preuve : Soit R le rayon de convergence de Zan 2" et donc deZ(n + l)anﬂz” .
n=0 n=0

Soit r €P tel que|20| <r<R.

Pour tout z € D(0,r)\{z,} ona:

f(z)-f(z,) _ L:o

7-1, (z-z,)
o) z”—z”—(z—z)(z”‘1+z z”‘2+~--+z”’zz+z”’1)
r o = 0 0 0 0
f(z)-f(z e - .
D’ou T@-z) (0):Zan(z”‘1+zoz”‘2+-~-+20”zz+zonl)
Z-1 -
0 n=0

Posons les fonctions f définies par :
f :D(0,r)> C

n-1 n-2 n-2 n-1
z +—>an(z +2,2" + 47, 242, )

Chaque f, est continue sur D(0,r)

De plus :

n-2

1,(2) <a, )

Or |[z,|]<r et |z<r, dou:

z”"’+’zoz”’2’+---+‘zo z’+‘ "

Zy

Sup{| f,(z):]2] < r}s nla,|r"

Comme r <R , la série de terme général n|an|rrH est convergente d’ou la série

i f, est convergente sur D(0,r).
n=0
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f(2)-f(z,)

-1,

La limite lim 1@- 1)
7, 77— ZO

La fonction est donc continue sur D(0,r).

existe eton a :

f'(z,) = i na,z,""
n=1
f est dérivable au sens complexe sur D(0,R(f ))et
f'(2) = inanz”‘1 sif(z)= ianz”
n=1 n=0
Dou f?(0)=pa,, p=0,
< £90),,

On a donc : f(z):sz vz e D(0,R(f)).

n=0

[-3-3 Inverse d’une série formelle ou convergente :
Proposition5:  Sif e C [[X] telle que f(0)=0,

Alors il existe une unique fonctiong e C [[X]] telle que : gf (X)=1

Preuve : Soit f(x):f:akxk eta, # 0
k=0

On construit g(X )= i b, X* par induction telle que gf (X)=1
k=0

Sionales b,,...,b,, avec b,a,+b,,a +---+bya, =0,
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ona: b, =—i(bn_lal +---+b,a, ).
a‘O
+o0 bo :L
Et g(X):Z‘kak avec i an‘ll
k=0 bn:__ bia‘n—l
ao i=0

Proposition6:  Sif e C {{X}} telle que (0)=0

2

Alors il existe une unique fonctiong e C {{X }} telle que : gf (X )=

Preuve : On a montré dans la preuve précédente qu’il existait une suite (bn )nzo telle

que g(x):flokxk et gf (X)=
k=0

On a I’expressiondes b, : b, = ——Z‘akbn_k .

On va maintenant montrer que R(g ) >0.

Pour cela on cherche a majorer ]bn| .

Pour r <R la convergence vers 0 de la suite (a, )r"assure I’existence de K tel que :
K
(a,)r" <K donc a, <—.
r

On obtient la majoration :

1 n-1
b,| < b |=——> rb
b < S b= L
K n-1
Soit m, un majorant de m r‘m, <r"m,
0| k=0
On pose M, =m, r* on est conduit a la récurrence : %:Z:
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Onpose: M, = Au*, on a donc :

Au

k 5

af=mr“=m =
"

1

d’oupour k=0 m,=A4 .D’ou: ]b|<l cequlcondultal—|a’

M, implique :

L’inégalité %:Z:

0
ona bo;g;;(uﬁj

Supposons que : vk < n,

Alorsona:
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LK1 2] [a]" = (2| + K)'
|‘5‘0|2 o Jag| 3] =[ao| - K

() ()

< - el R

[a,|r 2| [ao|r
Sixpath] avec —(%J<O
2] [ao|r [ao|r

D’ou:

|bn’SLX(’a0’+KJ

2] [a|r

On arrive donc a la majoration :

b Jo" <L (an|+ K)Z]
n 2| [a|r
(12| + ) . la,|r
Et est le terme d’une série convergente pour |z| < =R
la,|r la,|+ K

De sorte que g € C{{X}}.

Corollaire : si f e C {X}}, f(X):iakxk a, #0
k=0

Alors : %e C {{X }}

1 . .
Preuve : La fonction 3 est la fonction g de la proposition précédente.
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I-3-4 g-dérivée d’une série convergente et g-taylor:

I-3-4-1 coincidence du Dq formel et du Dq fonction:

Localement on a : 1‘(X):+Z.oanxn e C{{X}}

n=0

Pour S = min(R(f),qR(f)): f D(0,S)— C

n=0
Proposition 7 : La relation (x) signifie : (DqA(f )= D.q(fA)
ou D,: C[[x]]l> c[X] et D,: C°"M> C
SN g(az)-g
f > C, X g H»—=r—
2% - -1

Preuve : On applique I’opérateur D, a la fonction f.

L Sal@-Yar
Dq(f)znzo =

=Y a, q" —1Zn
p,(f)=D,(f).

q_l n=0 q_l

I-3-4-2 rayon de convergence de Dqgf si f est une série convergente.

Proposition 8 : Soit f e C {{X}}
Alors D, f e C {{X}}
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Preuve : En effet :

Pour |z] <R(f) et |qz| < R(f),
Alors f(z) et f(qz) ontunsensetona: % ~ (D, f J2),
donc (D, f Jz)est bien définie et :

R(D, )= min(R(f )L R(f )]

q

Soit R=R(D, )= R(io[k]ckzklj

k=1

Dot =limsup[kle,| *

1

kK— +o0
_ 1 silg[<1
Or: | k -
r msurflk] {\QI si Ja|>1
Iimsup|Ck|% si fa| <1
) L
ks too |q]|imsup|Ck’A si [of > 1
kK— +o0
R(f) sifo[<1
Donc : R'= @ Si ]q|>1'
il

1-3-4-3 g-formule de Taylor pour une serie formelle
convergente.

& (0f)0)

En particulier si R(f ) >0 et |q] <1 alors le rayon de convergence de Z

=i (3!
= (D! f |0
I’est aussi (¢’est le méme), etona: Vz e D(O, R(f)): f(X):z( Ek]‘x )X”
n=0 .
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Donc I’opérateur D, défini de C [[X]] dans C [[X]] , se calcule pour une série formelle

convergente par la formule :

vz e D(0,R(f)): D, (fXz)=D,(fXz) (%)

Nous pouvons donc définir les formules de Taylor « quantique » pour les séries
entieres de rayon de convergence strictement positif.

I-4 Exemples et applications :

Nous allons appliquer la g-formule de Taylor a plusieurs fonctions pour établir
des égalités utiles :

I-4-1 Formule de Heine

Proposition 9 : Formule de Heine :

L. [n][n+1}..[n+j—1]xj -
(T I ! )

C’est la g-série de Taylor de

Preuve :

Pour f(x)= on trouve :

1
(1-x);

5 N X[ 1 ~ 1 }
NA=x) ) @=-Dx [(A=g)1-gx)..0=9"")A-9"x) (1=x)(1-gx)..1-q""x)

_ 1 X—(l—q”x)+(1—x)
(q-1)x (1—x)™

q
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:(q”—l)xx 1
@-DHx  (1-x)"

L |__In]
D{(l— T J Ty

On trouve donc par une récurrence immédiate:

Dj[(l_lx)nJ:[n][n+1]...[n+j—l]’ sour =1,

q (1 _ X)n+j

q

De sorte que : Dq’[ J(O) =[n]ln+1].Jn+j-1] pour j=>1.

1
(1-x);

On obtient donc la formule de Heine :

1 1+z[n][n+11'_'[n+j_l]xj (%)

(1- X): 21 [i]!

[-4-2 Aparté : produit infini [R]
On manipulera souvent des produits infinis dans les preuves qui vont

suivre, montrons donc les propriétés importantes des produits infinis :

Lemme 3 : Soient des nombres complexes u,,...u, .

Si on définit: p, =ZN:(1+un) et Py =ﬁ(1+|un\)

n=1 n=1

Ona (N Sepru1|+...+]uN|) (*)
Et ’pN_ SﬁN -1 (**)

Preuve :
- Démontrons la relation (*) :

Pour x>0 ona 1l+x<e*
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D’ou 1+|ui|£e‘ui| pour i=1,...,N

N N
On a donc H(l +1u; |)£ He‘”"
. i=1 . i=1
or [e" - exp(Z’uiU
i-1 i=1

On obtient bien la relation : P, < exp(]u1]+ et |u,\I ]) (*)

- Démontrons la relation (* *) :

Pour N =1, la relation (**) est évidente.
Supposons (**) vraie aurang k si k=1,...,N —1

Ona:
Pea —1= pk(l+uk+1)_1
= pk(l+uk+1)_1_uk+l +Up
:(pk _1)(1+uk+1)+uk+l
Et donc : |pk+1 —1| S]pk —1H1+uk+1]+|uk+l|

Par I’hypothése de récurrence :
|pk+1 _1| <(p, _1)(l+ )+

= |Uk+| ‘Um‘
< P e +’uk+1

uk+l l’Ik+l

avec 1+[u,,|< g

~ N Y ‘ukﬂ‘
|pk+1 _1| <Py -1 avec P, <pe

Pour k =N —1 on obtient ]pN —1]£ Py —1.

Théoreme 2: Soit {u, }une suite de fonctions bornées a valeurs complexes, définies
sur un ensemble S, telle que " |u,(S) converge uniformément sur .

nx1

Alors :

~+00

(*) f(s)=][(1+u,(s)) converge uniformémentsur S, et f(s,)=0en un point s,

n=1

de S si et seulementsi: u,(s,)=—1 pour un certain entier r.
De plus si {nl,nz,n3,...}est une permutation quelconque de {1,2,3,...}0n a également :
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() 16)=T]l+u, )  (ses)

Preuve :

N
2]u ] estbornée etsi p, désigne la N™™ somme partielle : p, (s z 1+u,(s)),
n=1

nx1

le lemme précédent établit 1’existence d’une constante C, C <o telle que |p,\I SX <C

pour tout N et pour tout S.

Soit £:0<e< %: il existe donc un entier N tel que : Z‘un (SX <e, sel (1)

n=N,
Soit {nl,nZ,np...} une permutation de {1,2,3,...}.
Si N> N,etsi M assez grand pour que {1,2,3,...,N}c{n,,n,,....n, |,

On a, avec q,, (S ( )le M ®™ produit partiel : lM[(l +U, )
k=1
M
Qv —Pn = Py H(1+unk)_
n.e{n, ,nz,..,nkb:,| 1,2, N}

Les nombres n, qui interviennent sont tous distincts et supérieurs a N, .

D’aprés le lemme et la relation (1), on a :

A = Puf <[y ’{exp(n;g'u”(s)@_l}

g]pN](eg—l)

Or 0<8<% d’ou e -1<2¢,
eneffet:e’ —1=0<2x%x0

et %<e%—l<l d’ou e%—lﬁex%.

. . . 1
Or exponentielle est une fonction convexe, donc: e —1<2¢ si 0<¢e< 5"

De sorte que : |qM - pN]£2]pN|g£2Cg (2)

Lorsque n, =k, k=123,...ona q,, = p,,etl’'inégalité précédente indique que
(py )N converge uniformément vers une fonction f .

De plus : ’pM — Py, SZ’pNO £ M >N,
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Dol b2 (1-2¢)py, |
En effet : ’pNO —|p,\,||S’pM—pNOS2’pN0 g,
D’ou: —|pM|s(2g—1)(pn0 - |pM|s(1—2g)(pn0

Donc \j(sjz(l—ZgXpNo(s)(, seS

Ce qui montre que f(s)=0 si et seulement si Py, (s)=0.

Et (2) montre que (q,, )M .o converge vers la méme limite que (py )NZO .

Théoreme 3: Soit (u, ),., une suite telle que 0<u, <1.
On dispose de I’équivalence : H(l ~u,)>0

nx1

si et seulement si > u, < oo

nx1

Preuve:
Si py=(-u,)--(1-uy),ona p,=p,>---2p, >0
Donc la limite pde p, existe lorsque N tend vers I’infini.

Si 2un <o , le théoréme2 implique p >0 .

n=1

N N
Réciproquement p < p, = H (1-u,)< exp(z (-u, )]

n=1 n=1
N

N
Et %ig}oexp(Z(—un)jzo si gliilgonzzllun =0

n=1

N
Dou D u, <o = p>0.

n=1

I-4-3 Application identités d’Euler :

A partir de la formule du g-bindme de Newton vue plus haut :
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iGg-n

aeh =30 w0

Et de la formule de Heine ci-dessus, en passant a la limite, nous allons en

déduire les identités d’Euler :
Théoreme3 (Euler) :  Identités d’Euler :
() S e I
1+x), =Yg 2 x'x . El
S 1-d-93..d-q’)

1 :Z X! (E2)

(1-x); =a-9)1-9)..(a-q)

I\

Preuve :

e Premiere formule d’Euler :

. . 1-q" 1
Pour tout q tel que |q]<1,0na: le[n]: Lim =—
n—w n—o l_q l_q
n AN _nh-l _ qn-itl
}zLim(l ani-q")..0-a" ")
)y (=-90-9?)..(0-9°)

nN—o0

De sorte que: Lim {

. {n} 1
Lim| . |= — .
e | 1 A=-q)1-0g?)...(1-qg")

En passant a la limite dans la formule du g-bindme de Newton on trouve:

o ((dG-D 1
1+ X); = 2 x!x i =
( +X)q Z(q X (1_q)(1—q2)...(1—q’)J ( )

j=0

La permutation est justifiée car on a en effet :

|:n:| :|(1—qn)(1_q”*l)m(l_qr-w—jﬂ) . | |
] ‘ (1-q)1-9g?...0-q") ‘ (1-q)1-09?)..(1-qg")
Et > 1

— < 00
= (1-q)(1-09>..(1-q")

De sorte que::

e Seconde formule d’Euler :

Remarquons tout d’abord que :
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. i 1
Lim((n{{n+1}...n—J+1])= -
im(fl-+ - iD=
1 e =gHd-g'™..(1-0q)
Et: Lim{j['=[]['= . ,
i )= ] o
Et dans la formule de Heine, avec les égalités ci-dessus, on obtient :
1 1 1 i
= _ : . X!
(1-x); ;(l—q)‘ (1-q")1-q"")..a-q)
(1-q)’
j
D’ou: 1 = X (E2)

(1-x); =a-9Ha-g'™")..0-q)
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Il Triple produit de Jacobi

La formule du triple produit de Jacobi permet transformer une somme en un
produit, il nous sera tres utile par la suite pour simplifier et permettre d’aboutir dans des

calculs qui seraient sans lui fastidieux.

Théoréme 4: Pour |q| <1, on a la formule suivante, dite le triple produit de Jacobi:
Sarz =[0-a?)i+ o 2)i+ g7z ) (31)
= j=1

Et avec les changements successifs : gz — z et q*> — @, on obtient la seconde forme du

triple produit de jacobi :

~+00

Sa 2 =[10-a)i+a 2oz (92)

j=—o j=1

lI-1 Premiére preuve d’Andrews, [KC] :

Dans cette preuve on modifie la premiére formule d’Euler par des changements

¢lémentaires puis on fait apparaitre les trois termes du produit de jacobi :

e |
Dans (E1) : (1+X)q :Z(q 2 x!x —q2)...(1—qj)]

i I-q)d

en remplagant q par g* et X par zq, nous obtenons :
+00 +00 L ) 1
1+9*™'z)=> q'""Vz'q’ x 4
U Z (1-g)1-9g")..0-a")

H(1+q2n+1) 2 quzj .
—g)(1-g*)...(—g*)

En remplagant n par n+1 dans le membre de gauche on obtient :

[16+a"2)=TT0+q"")

n=0 n=1
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Triple produit de Jacobi

En multipliant par ﬁ (1 -

n=1

+00 +00

[10-a*)+a*'2)=3

qzn) on obtient :

+00

{q ZJ(H(I _q2n+2j+2

n=1

J

De plus pour tout j<O0: il existe un n, >0 tel que 2n, +2j+2=0

n=1 j=0

Et donc tel que: 1—¢

~+00

=0

+00

Dou:

[10-a")1+a"2)= >

n=1 j=

+00 +00

=—00

{q j2

Dans (El) en remplagant q par 2, j par k et x par —q* "%,

n=1

(H

( l)k k2+2kj+k

H(l_q2n+2j+2): z

n=1 k=0

De sorte que :

(1-

on obtient :

a(1-q*)..(1-9™)
_quzj . (=1)F g/+24+¥ }
S (1-9)(1-9")..1-9%)

+00

(—l)k q k2+2kj+ j2+k 7 j

2

| k=0

+00

2.

ln_[(l 0 )1+q*'z)= 2
lj(l 0 )1+q*'z)= Z

| k=0

Et en remplagant j par j-k on obtient :

~+00 ~+00

[10-a*)1+a>"2)= >

n=I j=—o

+00 +00

[10-a)i+a"2)= >

n=1 j=-o

+00

+00

(1-o>)(1-g*)..A-9*) |

(—l)k q(k+j)2+k 7 j

2.

| k=0

2,

| k=0

(1-g(1-9g%)..(1-

q"q“(=n*z""

q"z'(-qz)"
(1-a)1-q*)...(1-

Dans (EZ) en remplagant q par g2 et x par —qz” on obtient :

+00 +

1

(—qz™")"

=2

g

+q2n 1 —
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En injectant (****) dans (***) nous obtenons :

[10-a)i+q2)= 3 q"z‘ﬁ -
j=-o n=

n=l1 1+q7 'z
+00

Dou: [[l-g*)i+g*"z)1+q>"2")= +Z.oquzj
j=—oo

n=1

lI-2 Seconde preuve, dite de Cauchy, indiquée par J.Zeng :

En effectuant les changements : n par 2n, j par j+n et X par q"'x, dans la

formule du g-bindme de Newton:

5 on [on ] J4=b
Nous obtenons :  (1+x);" = { _}q 2 x!
il J
n [ op | +bosi-n
Puis : (1+ X)zn = |: :|q 2 XH+J
‘ jz—n n+ J
n [ op | +boti-n _ _
Enfin : (1+q‘”x)zn = z - 2 gDy
= N+ 1]
_\an n [ 2pn ] d4-h _n(+D) )
(1+a7x); =2 il g x™ (1)
j=—n_ J

En réécrivant le membre de gauche :

2n
g =

(147 x) 1+ g )L+ g )1+ %)+ gx). 1+ g'x)]

_ q7n+(—n+1)+“.+(71) X" (CI Nyl 4 1)((] -yl 1)__(qx71 + 1)(1 + X):

(1+q’”x)

—n(n+1))

=q 2 x”(1+qx’1):(1+x)g
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-n(n+1)) n

((+q™x)" =q > x"[(+a*x" ) (1+q*"x) (2)
k=1

Dou avec (1) et (2):

—n(n+1)) n n [ 7 iG-D)  n(n+D)
q 2 Xn (1+qufl):(1+qkflx): Z 2n q 2 q 2 XnXJ
k=1 j—n N+ ]
n n n [ n 7 oid-n
Et donc : ((+ax S {+g<x)=>| = g = x
k=1 j=—n Nt ]|

On fixe q tel que ]q|<1 .

En prenant la limite a I’infini on obtient :

k(k-1)

n ) ) n 2
Lim[Ta+qg'x™)1+qg""'x)=Lim 2 xK
Mg( +9'x)(1+9""%) n%kz_n{mk}q

k(k=1)

D’ou : - 1+g'x™")(1+g""'x)=Lim n 2 xk
ol [Ta+axha+a™ MKZ_H{MJOI

Pour permuter la limite et la somme dans le membre de droite appliquons le théoréme de

la convergence dominée, en effet :

|:2ni|_ H(l_q)

B n-k B
[Ta-aH]Ta-a"

n+k

n+k n—

H(l—qi)H(l—q‘)

i=1

Or <1 et >

[Ta-a"

f[(l—qwf[a—q‘)‘

N
De plus : soit py =[J(1-q"), avec |g<I.
i=1

Ona p,z2p,=2..2p, >0

La suite (p,),.,; estdonc convergente versp, p=0.

De plus Zqi converge car ]q|<1, et q' =1 quelque soit q et quelque soitide {1,2,...}.

i=1

La limite p est donc strictement positive.
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2
X
D’oil <l

2 :gk(x)a

2n | KD
2 X
{n+k}q

Or ng(x) converge ,
k=0

o k(k-1) m k(k-1)
D’ou Lim 2 xk = Lim 2 xk
kz—;i } Z LHJ

k=—opo N>+

1
n+k

[ . } [Ta-a) [Ta-a)
= Lim
T le-aof o) H(l [ a-a) H(l @)

Ce qui donne :

k2—k

H(1+q' 'X)(1+G'X *)—Z arx
STla-a)

k

+o0 ) ) ) 4o K-k
D’ou [Ta-aHha+a™0a+a'x")y=>q > x*.
i=1 k=—o0

lI-3 Variante de la formule du triple produit de Jacobi

A partir de la formule du triple produit et en effectuant des changements de
variables ¢élémentaires on peut obtenir la formule suivante, qui nous sera entre autre utile

dans la preuve du théoréme de la représentation d’un entier en somme de deux carrés.

+o0 +o0 n(n+1)
Proposition 10 : l_l(l—q”)3 =>(-1)"(2n+1)g >
n=1 n=0
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Preuve : A partir de la formule du triple produit de Jacobi :

ﬁ(l—qz”)(1+qz”“z)(1+q2”‘lz‘l): izjqu
n=1 jp—

En effectuant les changements de variables successifs et en faisant tendre le terme « z »

dans 1’¢égalité vers (-1) on obtient facilement cette égalité :

On remplace zq~' par z dans le TPJ:

iz,-q,-zﬂ- :ﬁ(l_an)(1+anZ)(1+q2n—zz—1)

J=—© n=1
i“z“qu2+J :ﬁ(l—q”)(Hq”z)(1+q”‘lz‘1)
j=— n=1
i“z“qu2+J :ﬁ(l—q”)ﬁ (1+q”z)><(1+ z“)ﬁ (1+q”‘lz‘1)
j=—o n=1 n=1 n=2
w0 - - -
>zl =(+2 [T0-a")[T(+a"2)]] (1+a"z7)
j=—oo n=1 n=1 n=1
= ZJ j2+j - n n no—
j:_w1+z‘1q 2 :g(l—q X1+q zX1+q z 1)

On fait tendre « z » vers (-1) dans le terme de droite:

[T0-a"i+a2)i+az")———] [(-a")
n=1

n=1

On réécrit le terme de gauche :

D IEERP D U
—q * = —q * + —q ?
=1+ =1+ l+z7
On remarque que :
n+n=m’+m
S nP-mP+n-m=0
< (n=m)n+m+1)=0
= Nn=m ou n=-m-1
+o0 7} 1+ -1 7 Vs 7} i+
D,Oﬁ: q 2 = q 2 q 2
,—=Zool+z1 ,—Z‘OOHZ1 1+z7"
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PR j2
—q > = —q * + —q
;,oljtz1 ;)Hzl ;)Hzl
j j j
© ] i’+] 40 o—1—] j >+
z ’ -4 2 :zz +—1Z 2
i l+z i 1+z
0 i 400 =] j+ 0+
s z _q :ZZ +z .
[y i z+1
On introduit la fonction suivante : f(z =z 477

D’ou: f'(z
On remarque que: ~ f(=1)=0 et f'(=1)=(-1)"(2j+1)

D’ou: i =
ou zl—gll 7— (_ 1) z—>-1 Z+1

+0 770 4 7 i+ +o0 ) i?+]
De sorte que I’on a : lim > = Z(—l)J 2j+1)q 2
=0 z—-1 Z+1 ic0
oo X oo n(n+1)
D’ou H(l—qn) =>(1)'@n+1)g *
n=1 n=0
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[l Partitions

[1I-1 Définition et premieres propriétés

Une partition d'un entier strictement positif n est une fagon d'écrire n comme

une somme d'entiers strictement positifs. Soit n un entier strictement positif, une

partition de n est une suite d’entiers (S, ,...,S, ) vérifiant :
e m2>1
» tous les entiers S; sont non nuls
e §, 2...25,
m
. S;=n.

i
i=1

Une k-partition de l'entier n est une partition de n possédant k éléments.

On introduit la fonction p(n) définie sur 1’ensemble des nombres entiers, p(n)est le
nombre de manicres de représenter un entier N comme une somme de nombre entiers

positifs, en ne tenant pas compte de I’ordre des termes, si n >0, p(n)=0 sin<o0,et

p(0)=1.

Le nombre de partitions de n en exactement Kk parts est noté p, (n)

On introduit de plus p, (n,r)={partitions de nen r parts distinctes}.
Et  p,(n)={partitions de n en parts distinctes}.

On obtient facilement 1’égalité :

Proposition 11 : Ona ] => p(k)a*.
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Preuve :
ﬁ ! - :ﬁ(1+qk+q2k+...+q”k+...)
ko 1—0 k=1
+00 1 gnkk

H o= 2 |1xq

k=1 1- q nkeNN*
+o0 1

k =
ko 1—0 neN

+00 1

I => " p(n)a".

=
ko 1—0 neN

J(n)= {nombre de partition en parts impaires}

On pose de méme : . i .
D(n)= {nombre de partition en parts paires}

Proposition 12:  Le nombre de partitions en parts distinctes :

+00 +o0

z Py (n)qn :H(1+qn)'

n=1 n=1

Proposition 13:  Le nombre de partitions en parts impaires:

+00 +00 1
J(n)a" = -

zl Hl—qz 1

Preuve :

1 i i i
1:1[1—(:]2i_1 = 1;[(1+q +9” +0° +)
B i impair
Si on développe le produit de droite, tous les termes sont de la forme : q" = g* =+

avec I; impair pour tout j e {1,2,...|} i

Ce terme est une partition de I’entier n en parts impaires. On a donc :
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+00 . 1
230" =[]
n=1 i>1 1- q

Proposition 14:  Le nombre de partitions en parts impaires est égal au nombre de

+00

partition en parts distinctes : iJ(n)q“ =>"py(n)a"
n=1 n=1
Preuve :

Hl—% :H(l_qlzi:ill_qzi)

i>1 q i>1

S E)
Dol :
2J(n)q” :1;[(1+qi)
Et enfin :
IRIOES WO,

+00

On introduit de plus la fonction go(q) : (p(q) = H (1 -q" ) et les nombres

n=1

~3n*-n

n

dits nombres pentagonaux.

n’+n

De méme que les nombre pentagonaux on peut introduire : t, = S ces nombres

sont appelés nombres triangulaires.
Ces nombres sont appelés ainsi a cause de leur propriété géométrique :

Les nombres triangulaires se retrouvent géométriquement avec le dessin ci-dessous , ils
représentent le nombre de sommets des différents triangles semblables obtenus a partir

d’un triangle initial.
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Ona t =1,t,=3,1t, =6, t, =10, on retrouve ces nombre en comptant les sommets

qui appartiennent a chaque nouveau triangle construit (on compte aussi les « sommets »
intérieurs) :

L,

~+
[}

—
w

—
~

T >

De méme des pentagones semblables entre eux peuvent étre obtenus par un
premier en joignant les niémes sommets sur chaque rayon. Les nombres de sommets

inclus dans des pentagones sont les nombres pentagonaux.

On peut trouver les nombres m-gonaux de fagon similaire.

La proposition suivante montre comment la fonction qo(q) est liée aux partitions

des nombres entiers, en effectuant les changements dans la formule du triple produit de

Jacobi, on arrive a 1’égalité suivante :

oo 3n?-n 40
Proposition 15 : Laformule du produitd’Euler : > (-1)"q > = H(l—q“)
oo n=1
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Preuve : iq”zzn :ﬁ(l—q“)(l—qz”‘lz)(l—qz”‘lz“)
n=-owo n=1
q— q% etz — —q% : i(—l)nqmz_n = ﬁ(l—q“Xl—q“‘z)(l—q“‘l)
n=—w n=1
oo 3n2-n

_ ﬁ(l g Xl _ g Xl_ q3n—1)
n=1

oo 3n%-n +o0
>(-ra > =[]0-a)

Remarque : en effectuant le calcul a la main des premiers termes (et en n’oubliant pas les
n négatifs), on constate effectivement cette égalité étonnante.

On pose : P(n) = {partitions de n en un nombre pair de parts distinctes}

I(n) = {partitions de n en un nombre impair de parts distinctes}

Proposition 16 : [10-a")=1+3[P()-1(n)a"

Preuve : dans r facteurs on regroupe le terme (—q”):
[M0-a)-1+%  Xf-q").lq")

n=1 rz1 (n,,...,nr)e(N*)'
NN si i#]

On regroupe suivant I’exposant de ( :
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~+00

[i-0)=13% S0 |
n=1 nz1 rxl | (ng,...ne 2
n#n; si i#]

ﬁ(l—Q”)=1+ZZ pa(n.r)(=1)"q"

n=1 n>l rx1

On obtient en regroupant suivant les r pairs et les r impairs:

+00

[10-a")=1+ X [P0) -1 (k"

n=1

Les propositions 14 et 15 donnent donc que :

1 si dkeZ:n=e,
0 sinon

P(n)- |<n>={

[1I-2 Congruence de Ramanujan.

Proposition 17 : On a la congruence due a Ramanujan :  p(5n +4) = 0[mod 5].

La preuve de cette congruence repose essentiellement sur de I’algebre linéaire :

Preuve [He]:

3n>—n oy n*+n
le nieme nombre pentagonal et t, =

Notations : Pour ne Z, on note e, =

le niéme nombre triangulaire. On désigne par X une indéterminée et on pose :

3n

p(x)=(=1)"x s > (1) xe

nezZ neZ
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On a vu, ¢’est une conséquence du triple produit que :

nz+n

o(x) = (-1)'@n+1)x 2 =3 (-1)"(2n+1)x"

neZ neZ

D’autre part, on note P la série génératrice des partitions :

1

P(x)=> p(n)x" = Hl— o

neN nx1

On sépare les coefficients selon le reste modulo 5 de I’exposant X. Pour S € {0,1,2,3,4},

on pose :
6.00= Y1)
e,=s[5]
H.(x)= Y (=1)"(2n+1)x"
t =s [5]
P.(x)= > p(n)x"
n=s|5]
4 4 4
Il est clair que I'ona:  ¢(x)= ZGS(X), o(x)’ = Z H.(x), P(x)= Z P.(x)
s=0 s=0 s=0

De plus, la formule de produit d’Euler (proposition 14) donne :

Gs(x):H(l—x“)zﬁ, ou G(x)P(x)=1

nx1

En développant le produit et en séparant les termes selon I’exposant de X, il vient :

G,P, +G,P, +G,P, +G,P, +G,P, =1
GPk, +G,P +G,P, +G,P, +G,P, =0
(S) G,P, +G,P, +G,P, +G,P, +G,P, =0
G,P, +G,P, +G,P, +G,P, +G,P, =0
G,P, +G,P, +G,P,+G,P, +G,P, =0

Déterminant circulant :
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. * 1 . .
Soit ne N et G,...,G,_, des éléments d’un certain corps contenant les racines
niéme de I’unité.

On cherche a calculer le déterminant de la matrice suivante :

G, G G, G,
G, .
A(Go, ..,Gn_l)z . G,
G, G,
G G G. G

On constate que A(GO,...,Gn_l) est un polynome en A = A(O,l,O,...,O), avec :

0 1 0
A(0,1,0,...,0)=| . . . -0
0 . -
0 . . 0
n-1 )
On a en effet : AG,.....G,,)=>.G,A]
j=0

Toute matrice circulante est un polynome en A.
A" est la matrice identité | donc tout polyndme en A est une matrice circulante.
AA" =1 et A est donc inversible.

Les valeurs propres de A sont les racines ni¢me de 1’unité. Soit { une racine primitive

de I’unité, les valeurs propres sont 1, & ..., &"".
X, =& X, =X,
X X X; = &X, Xy = gle
A =7 & : S
X, X, X, =X, X, =¢"'x
X, =¢X, Xp =X
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1 1
C:k

Le vecteur propre de ¢ est : C: , et celui de ¢* pour k € {O,---,n - 1} est:

é/ n-1 é/ (nfl)k
C’est une base de diagonalisation de A et donc aussi de tout polynome en A.

Si B est une matrice diagonalisable, A,,---,4, ses valeurs propres. Pour un polynéme P
n
quelconque, on pose P(X)=¢, +¢,X +...4+¢, X', ona: det(P(B)) = H P(4,).
i=1

B est diagonalisable, il existe donc deux matrices D et Q telles que : B=Q'DQ
On a donc : P(B)=P(Q'DQ)
=¢,+¢,Q 'DQ+...+¢,Q'D'Q

:Q‘l(c0 +ch+...+c,D')Q

P(2,) 0 . 0
p(B)=Q" 0 P.(.,11) . O .
0 0 P(1)
P(4) 0 0
On a donc : det(P(B)) = det 0 P.(_)”) o
0 0 P(4)
Et det(P(B) = [ P(2)-

Pour notre matrice A on trouve donc :

n-1

D= det(nzlGinj = gp(g) avec P(x)=> G’

j=0 i=0

Application au systeme :

Notons que pour ¢ une racine cinquieme de 'unité et S € {0,1,2,3,4} ona:

e, =s[5] < xF=(¢x)
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D’ou
"= 26 =6.(0x)
Si bien que
D= [13¢6.00= T2 6.(6x) = [Tole)
En considérant (S )commé 1;111 _systéme liné;ir; én les P, , ccirr;lme on vient de voir que le
déterminant D du systéme n’est pas nul, et les formules de Cramer donnent :

* * %k %k 1
G G, G, G, 0
G, G G, G, 0
G, G, G G, 0 G G, G, G,
G, G, G, G 0 . G, G G, G,
P, = , ou D, =
G, G, G, G, G G, G, G G,
G G, G, G, G, G, G, G, G
G, G G, G, G,
G, G, G G, G,
G, G, G, G G,
Annulation de certains G, et H etcalculde D, :
On calcule modulo 5 :
n 1 2 3 4
¢, =2~ 1 0 2 | 2
2
t, = 1 3 1 0
2

On constate que €, n’est jamais congru a 3 ni a 4, donc les sommes G, et G, sont

nulles. De méme, t n’estjamais congru a 2 ni a 4, donc les sommes H,et H,sont

nulles. On en déduit :

G
G
D, =

—_

[\

0
0
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G, G, 0 G, G, 0
D,=G,/G, G, G,|-G,|0 G G,
0 G, G, 0 G, G,

D, =G,(G; -3G,G,G, )-G,G, (G -G,G,)

D, =G; -3GG,G, +(G,G, )’

Expression de H, en fonction des G, et simplification de D, :
Compte tenude G, =G, =0 ,ona:

H(x)=(G,+G,+G,)'= >.G,G,G, (27 termes).

(i,i,k)e{0,1,3)

Dans la somme G, ne figurent que des puissances de X congrues a S modulo 5. Celles

qui sont congrues a 2modulo 5 proviennent des facteurs GGG, tels que i+ j+k = 2[5] )

Or a partir de trois des nombres 0,1,2 € Z/5Z , on peut former 2 de deux fagons

différentes seulement :
2=0+0+2=0+1+1
Chacune de ces décompositions est réalisée par 3 termes (le choix du facteur non répété,

parmi 3 possibles, fixe les autres). D’ou :
0=H, =3GG, +3G,G? =3G, (G,G, +G?)
En reportant dans I’expression de D, , il vient :

D, =5G;

Expression de G, en fonction de ¢ :

Le tableau ci-dessus montre que pour ne Z,ona:

e, =1[5] & n=15] & 3FKeZ,n=5k+1

(5k+1)(15k+2)
Onadonc: G,(x)= D (-1)'x™ =>(-1)""'x 2
en=1[5] kez
75k2+25k+1

=S

kez
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3k%+k
K 25

Gl(x) = _XZ(_ 1) X

kez

Et le changement d’indice (k) — k domne: G, (x)= —X(o(x25 )

Par suite : D, = 5X4¢)(X25 )4

Fin du calcul :

Reportons les valeurs de D et de D, dans P,:

S p(sk +4)x = Py (x) = 2 = sxgle |
= D p(e(¢x)ele xels xels tx)
On veut simplifier le produit au dénominateur. Plus précisément, pour démontrer
5\
Iégalité - > p(sk +4)X* =5 olX )6
= o(X)

il suffit de prendre X = X’ et de montrer que

1 B go(xzs)

(Xl X)lg* xple* xplg x) plx )

On revient a ’expression de ¢ comme produit :

}jlco(:x)ap(x)(p(:x)w(:zx)w(fx%p(:“x)

£3=1mz1 m>1 3=
Le produit au dénominateur se simplifie différemment si m = 0[5]0u si m#0[5]. En
effet,

e Si m=5k,onabiensir:

TT0-(x")=TTl-x)")=-x*);

=l ¢’=l
e Maissi m#0[5],alors ¢ > ¢ est une bijection sur {4“5 = 1}, d’ou :

T10-@x)")=TT0-¢xm)=1-(x

=l =l
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On en tire, en séparant les M selon leur nullité modulo 5 :

!:[lgo(g“x):n(l—x“ )5 x H(l—xsm)

k>1 m#0[5]

= CD(XZS) @
4 25\
On arrive donc a I’égalité voulue : ). p(5k +4)x**+* =5 X ¢(X 6)
k>0 ¢(X5)
olX*f
On simplifie le terme « x* » et on pose X =X’ : z p(Sk + 4)X k=5 (X )6
k=0 0]

Le coefficient du terme « X" » dans le membre de gauche est trivialement multiple de 5,
cela montre 1’égalité recherchée :

p(5n+4)=0[mod 5].
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IV Théoremes du nombre de représentation d’un entier
comme somme de deux ou quatre carrés.

IV-1 Théoreme des deux carrés

Théoreme 5 : Le nombre de représentations de n comme somme de deux carrés est

quatre fois la différence entre le nombre de diviseurs de n congru & 1 modulo 4 et le

nombre de diviseurs de n congru a 3 modulo 4 :

o0 4n+l q4n+3
(;qn j 1+42( anl 4n+3j

—q

Preuve d’Hirschhorn [Hi]:

Nous allons donner une courte preuve de ce théoréme a partir de la premiere forme de la

formule du triple produit de Jacobi : ﬁ (l +aq™! Xl +a'g™ 1X1 ) a"q"™

n=1 e

Preuve : A partir de 1’égalité trouvée dans la partie II (proposition 10) :

+o0 3 +o0 ; n(n+1)
[T0-a"f =3 (1) @n+1)g
n=1 n=0

On trouve en écrivant la somme de droite selon les n pairs (n = 2n)et les n

impairs (n =2n —1) :

H(l _ CIn )3 _ (4n n l)qn(2n+1) _ 'S (4n _ l)qn(anl)

n=1 n=0 n=1

+00 —1
:Z(4n+1)qn(2n+l) + Z(4n+1)qn(2n+l)
n=0

n=—ow
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+00 +00

H(l - q”)3 = > (4n+1)g"e

n=1 n=

—00

(a)

De plus a partir de la premiere formule du produit de jacobi :

Zanqn2
Avec ( donne ¢ :

zan 2n? :ﬁ(1+aq4n—le

n=1

n=1

+a (

Et a donne aq :

+00

Zan 2n%+4n _H(l+aq4n 1X1+a -1 4n— 3X1

n=1

Et enfin a donne a* :

za4n 2n%+n — (1
= n= 1

+00 ) +00
Za4n+1q2n Mo aXH(l
n=—o0 n=

+ a4q4n 1

i

+a4q4n 1

+a (

ﬁ(1+ agq”"" Xl +a'gq’™™

-1 4n-2

-4 4n-3

Ji+a“g*)i-q

o)

fi-a*)
“)

Ji-a)

")

En dérivant par rapport a a cette égalité en utilisant les dérivées logarithmiques:

ni@n+1);,1‘*"quIZ+n I l(1+a4q4" Ni+a“g)i-q*)x {1+a;1+a344qn4:1 anz;lijgi:z
ena=1:
n2:000(4n+1 g2 lj(1+q4”1X1+q4”3X1— ){1+4;(1+q11 lf;n4:3j}
ni(4n+l)q2“2+“ zlj(1+q4”‘1X1+q4“‘3X1— ) {1+4nz(;(1+::+3 _lf::m J}
D F L ) B [ o ety | N
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Avec (a)et(b), on obtient :

[T0-a") =TT+ v a - {1 42( - qj} (c)

n=1 n=1 n=0 l+q l+q

On réécrit le membre de gauche :
[10-0") =[T0-a"")(-a>)

n=1 n=1

Et dans le membre de droite:

[Tl hea - J=TT0 0" Ji-a")

n=1

oo -1 Y7 _ 201
_ H 1+ q(1— 3(1“(; )(1_ g*)

400 1 y4n-2
:H1 q2n—l (1_q4n)

n=1 l_q

~+00

+oo 1 _ 2N
[+ a i+ am Ni—a = T3

n=l1 n=1 1- q

Donc (c) devient :

+00 +00 2n 4n+1 4n+3
H(l_qzn_l)3(l_q2n)3 :H - qzn 1 { 42( anel s 4n+3 j}

n=1 n=11_q n=0 1+q 1+q
o oYl P 400 q4n+1 ~ q4n+3
R R s e

Or dans la formule du triple produit de Jacobi :

+Z.oanqn2 =ﬁ(l+aq2““X1+a g2 1X1_q2n)
n=—o0 n=1

En remplacant

apar —1 on obtient :
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+00 +00

S1g” =TT0-a""fi-a" Ji-0™)

N=-00 n=

En élevant au carré on obtient :

(Sera | ~T-a) -0

n=—w

De sorte que I’on a :

+0 . 4n+1 q4n+3
(Z(_l n " j =1- 42( antl 4n+3j

IV-2 Théoreme des quatre carrés.

Théoréme 6 : Le nombre de représentations de n comme somme de quatre carrés est

huit fois le nombre de diviseurs de n non multiples de 4 :

o]l

—q

IV-2-1 Preuve du théoreme des quatre carrés par
I’équation des ondes. [D]

Dans cette preuve :
1. On introduit la fonction théta3 d’Euler et on prouve qu’elle satisfait a I’équation
de la chaleur.
it.  On réécrit cette équation en utilisant le triple produit de Jacobi.
iii.  On transforme 1’égalité par des opérations ¢lémentaires.

iv.  On retrouve le carré de I’expression du théoréeme des deux carrés.
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i.  Onintroduit la fonction théta3 d’Euler:  6;(q, )= Z x"q

N=—o0

nZ

Et on définit I’opérateur d’Euler D, par: D, = Xdi’ ce qui vérifie DX(Xk ): kx*
X
pour tout k. De méme, et ¢’est différent de 1), on pose D, =q i

dg

N=+w N=+00

D’ou D26,(q,x)= anq et de méme D, 0;(q, ) anq

Proposition 18 : la fonction 6,(qg, x) vérifie I’équation de la chaleur :

D393 (q, X) = Dq 93 (qa X)

ii.  Ecrivons I’équation de la chaleur en utilisant I’expression de 6, (q, X) comme

produit, on a 1’égalité due au triple produit de Jacobi:

:ioqnzxn:[_[( q2”X1+Xq2"1X1+X1 2n1)

Pour calculer les différentiels en X et en ( il est plus commode d’utiliser les dérivées

logarithmiques, et on a :

12n1

+00

Dxt93(q, X): 493(q, X) Z

nl1+xq

—Z
En remarquant que, pour une fonction y dérivable:
D, 6 (dX) = 0, (6. X}y = D6, (6, x) = (D, (0, )y (x)-+ 6, (a, X' (x)

D;6;(a, %)= 65 (9, x)w + 65 (a, X}y (x)

On différencie une seconde fois par rapport a X:

1+X—1 2n-1

1201 2

+00 X 2n-1 +00 X
D393(q,x)=93(q,x){z : - _z E]1 | T

1+xq™"" =1+x7q
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2n-1

0 (q x) +0 (qzn ‘(1+xq2” 1) g2 xq2" 1) +0 X(szqzn 1(1+X71q2n 1))
3\Mb =1 (1+Xq n=1 (1+x‘1q2n 1)2

) & g & xlg 2| e xq>"! o xgi!
Dx93(QaX):93(an {2 2n-1 ‘2 120 1} + Z;(l _2 1o 1)

o 1+ XQ o 1+X7q +xq2”’1)2 (1+x q

De plus on a aussi :

Dqgs(qax)=Qs(an)[i_(znqzn)—m x(2n-1)g*" +*Z‘°(2n )x g™ 1}

2n-1 -1 42n-1

n=1 1_q2n n=1 1+Xq B n=1 1+x~ q

L’équation de la chaleur donne donc, en simplifiant par 6,(q, X):

+o0 71 -1 3 oo 2n-1 oo ~12n-1
Xq X q
{z _z 1 2n1:| +|:z z O 2n1)2:|:'”

S1+xq°" 11+x7q n=1(1+xq2”“)2 _n1(1+X q

o-12ng™) & x@2n-1)g" & @2n-1)x g™’
{Z (nq )_ ( 2?31 +z( )71 2(31 }

~ 1-9" 4 1+xq ~ 1+x7'q

iii.  En effectuant les changements de variables suivants : on remplace q par ¢? et x

par —q on obtient :

q*
*Z” (-q)g* /q +*°° (-q)g*? /q

4n-2 4n2 n-2\2 2
S1+(-q) n=11+( 70+ Cak) n=1(1+—q4 ]

(-q)

. f—(%q:)_i" (~a)2n-1)g™ 3! (2n—1)g*"

n=1 l_q n=l1 1+(_q)q4n 2 n=l1 (_q)l—f-#
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Z2ng™ ) &@2n-1)g"" &@2n-1)g*"?
(_Z—Amj_z( l_an—l _Z( Zn—S

n=1 1- q n=1 n=1 1- q

On obtient enfin la relation (*):

] -

o 1-0 =

+o0 4n-1 4n-3 + 4n +o0 D YT L _1)n4n-3
...z{(l_q P }_qu { (n-1)g™" 5 (2n-1)g

4n-1 4n-3

n=1 1_q n=1 l_q

On va simplifier cette expression en remarquant tout d’abord que dans le membre
de gauche et dans la premicére partie du membre de droite on peut effectuer les

changements suivants:

n=1

400 q4n—1 q4n—3 400 . q2n+1
Et ZL_ an1 a3 || (_1) T q2ned

On obtient donc la relation (*)1 :

{i(—l)” @ T_...
1— g2 -

Dans la derniére partie du membre de droite on remarque, en regroupant les
termes en 4n—1let 4n—3en les termes en 2n+1, que :

= (2n— 1)q4n—1 +o0 (2” _ 1)q4n—3 +o0 (4” _ 2)q4n—1 = (4n _ 2)q4n,3
z ( + Z ~ 77 4 z_

1
n=1 1- q4n71 n=l1 1- q4n—3 n=l1 2 1- q n=l1 2 1- q4n73
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+ 4n 1 4n-1 q4n—1 +00 4n _3 q4n—3 +q4l’1—3
|:Z 4n 1 + Z( 1)_ q4n—3

n=1 n=1
+0 4n_1 an-1 1o 4n—3 q4n—3 o0 q4n—3
st s a LSl S
n=1 o 1—Q m1—q
+o0 4n 1 4n_3)q4n—3 _l +o0 q4n—1 ~ q4n—3
HZ:.{ 4n 1 1_q4n—3 } 2;|:1_q4n—1 1_q4n—3
+o0 (2n_1)q4n -1 ( 4n 3 1 40 (2n+1)q2n+1 l 40 Y q2n+l
; 1_q4n—1 “~ q 3 2n < 1 q2n+1 +2n:0( 1) 1_q2n+1
On obtient donc (*)*:
4o g 2
1 | =...
S ]
+o0 qn too q2n too 2nq 1 (2n+1)q2n+1 1 & ) q2n+1 :|
- - - = — 1
|:n=1 (l—qn)2 ;(l_an)Z} gl_q n |:2n—0 1— q2n+l 2§( ) 1_q2n+1
On utilise enfin le fait que : i 9’ > = i nq”n
nzl(l—qn) nzll_q
En effet : i 9 5 :iqnikq”(k"l) :iw kg™ .
) (1 - q”) k=l kel nel kel
La série double i io k|q]nk = i ’q’ - est convergente, I’interversion des deux
=
sommations en N et k est donc légitime, on obtient :
+00 n +00  +0 n =k k
Z( qnzzsz(qk) Z _qk
1 \l—q ) kel nl prll Rl

On obtient en utilisant cette égalité dans I’expression (*):
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2
40 . q2n+1
1 —...
S ]
+Z.o rlqn _i ann _+Z.o 2nq4n _l +o0 (2n+1)q2n+1 _li(_l)n q2n+1
n=11_qn n=11_q2n n=11_q4n 2n=0 1_q2n+l 2n=0 1_q2n+1
En réagencant les termes :
2
G0 . q2n+1 +oo an +oo 2nq4n 1& (2n+1)q2n+1 1 & . q2n+1
—) | = —— = (-1
|:§( ) 1_q2n+1:| nl nll_ El_qm 2n:0 1_q2n+1 22( 1_q2n+1
- 2
+oo . q2n+1 +o0 nqn 1 [ oo an (2n+1)q2n+1 +o0 an 1 & . q2n+1
-1 - - —3'(-1
Z:( ) 1-g*™ ] &S1-q" 2 ;l—q Z; 1-g* ;1—q 2§( ) 1-g*
_i":(_l)” q2n+1 :io nqn _l_f nqn __io 4nq4 _li(_l)” q2n+1
| n=0 1_q2n+l n:ll_qn 2_n:11_qn 2n:ll_q 2n:O 1_q2n+1
2
40 N q2|’1+1 400 4nq 1 400 N q2n+1
-1 - -1
|:§( ) 1 q2n+1:| 2n11_ nll_ 2§( ) 1_q2n+1
400 2n+1
En regroupant les termes Z(— 1) 1? s— du méme cote de I’égalite on obtient :
n=0
2
40 . q2n+1 1 40 q2n+1 nq 4nq
-1 — —1 =—
D RGeSy e

Or pour a et b qui satisfont la relation:

16a® +8a =28b
= 1+16a*> +8a=1+8b
=N (1+4a)’ =1+8b

1v.
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a2+%a=%b,ona:

On trouve donc I’expression suivante (*)°:
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40 2n+1 2
1+4Z(—1)"q—2n+l} —1+8z[ ng’ 4nq }

n=0 l_q q

Or le théoréme sur la somme de deux carrés vu plus haut dit que :

4n+1 +00 4n+3

zq _1+4Z 4n+1 Z i] 4n+3

L n—ool n=01 q
2n+1

Zq - 1+4Z o

|_n—ool

On a donc en remplagant dans (*)3 I’égalité trouvée ci-dessus :

Hzlq} } —1+gz{ ng" 4112 }

D’ou:

2o [

n—ool q

IV-2-2 Preuve du théoreme des quatre carrés par
Andrews, Ekhad et Zeilberger. [AEZ]

Les formules proposées dans cette preuve par les auteurs semblent miraculeuses :
ce sont, d’aprés eux des cas particuliers de formules plus générales « classiques »

(exemple : le théoréme de Jackson).

Dans cette preuve :

i.  On vérifie les identités finies (a) et (b) définies plus loin.
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4
ii.  On passe a la limite : (a)donne une expression de (quzj et (b) donne une

1
expression de (quzJ .
iii.

On développe en série entiére et on explicite le coefficient du terme q" .

On introduit les fonctions :

2 n
H an(q):1+q1+q2 ---1+qn ,¥Nn>0
l1-q1-q 1-q

Proposition 19 : Ona pourtoutn :

$ o)

k=7n(]+qk)2 Hr?HnJran—k :1 (a)
n 2(_qn+1)ki_ e
YA =20 ()

1. Soient L, (n) (respectivement L,(n)) le membre de gauche de (a)
(respectivement (b)) et soient F,(n,k) et F,(n,k) les termes respectifs de chaque somme.

On construit de plus les fonctions G,(n,k) et G,(n, k) telles que :

n—k+1 1 2n+2 1 k )2 1 n+k+1
Gl(n’k):: q _( —:1_4-?3 _)( —r:-kq+1) ( +c:+1 )
(-a™f-am)a+a™)

_ k
6.n0=ET e o

F,(n,k)

Onpose F,(n,k)=0 pour k € Z si |k|>n.

Lemme 4 : Ces fonctions satisfont les formules de récurrence suivantes
Pourtout ne Netke Z:

F.(n+1Lk)-F (n,k)=G,(n,k)-G,(n,k -1) et F,(n+1,k)-F,(n,k)=G,(nk)-G,(nk-1)
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On a en effet, pour —n<k <n:

1+qn+1 2 1+qn+k+1 1+qn—k+1
0 I:l (n +1’k): Fl (n’k)x n+l n+k+1 n—k+1

1-q 1-q 1-q

De sorte que :

Fl(n+1,k)—F1(n,k)_ (1+qn+1)2(1+qn+k+lxl+qn k+1) (1 n+1) ( n+k+lxl n-| k+1)

Fl(n,k) B (1_ n+1) ( n+k+1 Xl n- k+1)

|:1 (n +1, k)_ Fl (n’ k) ~ 2<qn+k+l " qn—k+l " q3n+k+3 " q3n—k+3 n 2q3n+3 n 2q n+l)

F,(n,k) - (- F-q " )i-q"*)

1+ k |2 1— g™ (14 g+
0 Fl(nak_l):Fl(nak)X( q ) ( qn+k j( _an+lj

-q \1+q 1-q

F,(n,k) (g™ Vli-aYi+q™) “C Qe Ni—g)
G,(n,k-1) ( q "™ 2(1+q2” 2) ><(1+q )(1+q” "”)J

S =g hee) G-0)

bo: Gink=1_ a0+ Ji+q Fi+q™) (+q*)i-g" )a+q"*")

F,(n,k)
De sorte que :

Gl(n,k)—Gl(n,k—l): q”’k+1(1+q2”+2)(1+qk)2(1+qn+k+1)
Fl(n, k) (l_qml )3(1_qn+k+1 )(1+qn+l)

q™ h+2(1+q2n+2) X(1+qk)(1+qn—k+1)
(1 qn+1) (1+qn+1) (1 q” k+1)

G,(n,k)-G,(nk—1)= F(n,k)g" " (1+9> )1+q*) (1+q"k1)(_qn_k+l)

R e (o R T (R I

R w””q
=g Jil+q™)
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G,(n,k)-G,(n,k-1)=

B {(q n—k-+1 + q3n—k+3 )(1 + 2qk + qzk )(1 + qn+k+1 . qn—k+1 . q2n+2 +1+ qn—k+l . qn+k+1 . q2n+2 )i|
1_q2n+2

F,(n,k) -
(1 _ qn+1 )2 (1 _ qn+k+1 )(1 _ qn—k+1)

B {(q n—k-+1 + q3n—k+3 + 2q el 2q3n+3 + qn+k+1 + q3n+k+3 )X 2(1 . q2n+2 )i|
1- q2n+2

Gl(nak)—Gl(n,k —1):

n—k+1 3n—k+3 3n+3 n+k+1 3n+k+3 )

+q +2q +2q +q +q
(l_qnﬂ )2 (l_qn+k+1 )(l_qn—kJrl)

n+1

G,(n,k)-G,(n,k —=1)= F,(n,k)x 2(01

De sorte que F(n+1,k)-F(n,k)=G,(n,k)-G,(n,k 1)

De plusona:

n+l

n+l1

A G i (1-g
0 F(n+Lk)= FZ(n’k)(_an)k(anH)_ F,(n,k)q g

n+1 k
Dot F,(n+1LK)—F (nk)=F k)| g 29— —1|=F,(n.k) =9
2 2 2 1+qn+1 2

n+k+1 1 n+1
—1-q

n+1

1+q

i
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G,(n.k)-G,(n.k~1)= { a)(i+q") (Q”“)(uqk‘l)(l—qk)}

1+q (1+qn+lx_qn+lx1+qk—l)

n,k{ n+1 1+qn+1 ( qk)j|
1+q

n+1 n+k+1 k
G,(n,k)-G,(nk-1)= n,k){ 1+qn+1 ~1+q }

De sorte que : F,(n+1,k)-F,(n,k)=G,(n,k)-G,(n,k -1).
En sommant F,(n+1,k)-F,(n,k)=G,(n,k)-G,(n,k —1) de k=-n-1 a k=n+1 et
F,(n+1,k)-F,(n,k)=G,(n,k)-G,(n,k —1)de k=0 a k=n+1on trouve les égalités :

ii. - On divise les deux cotés I’égalité (a) par H?, et on fait tendre n vers
I’infini, on obtient :
Comme k est fixé, il y a un nombre fini de termes, qui tendent tous vers 1 lorsque n tend
vers ’infini, la permutation des symboles somme et limite est donc justifiée, on a:

o ACa) oy H, , =H*
k:_n(1+q ) n n+k n
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n k too k
D’oi : 11m24<_q> H?H H,, = (lim 4-a)

& A-g) & (—a)
| E H“H_.H =1 82
”l’rgok:—n(l + qk )2 " " k=1 (1 + qk )2

- On fait tendre n vers I’infini dans 1’égalité (b):

n n n+l |k n n+l K
Ona: Z(_q)"zzzz(_q—l)i:Hn—lzz(‘q l) H,

n n+l k n n+l k
Dans le terme de droite : lim(Hn‘leH J= H;l limzz(_q—k)Hk

Pour k fixé:

pour k=0, q<1: leterme sommé tend vers 0.

pour k=0, leterme sommé vaut 1.

n n+l K
Et donc : limZ“z(_q—l)Hk =1

On a donc : Z:(—q)kZ =H;".
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1l vient : (f(_q)kzy =1+8:Zm((_i

k=—o0 =1 1 + q k )2
On effectue le changement : —q — (, on obtient :
(quj _1+82 (c)
k=—o0 k=1 (1 + q) )
iii. On développe en série entiére le terme de droite et on pose n =rk :

+00 k +00 400
q

1+ 82 _ z z (_ 1)(k+1)(r+1) rq rk
k=1 —

Le coefficient de «r » vaut :

n . . \
o (— 1) lorsque r et — sont pairs, autrement dit lorsque n est congru a 0 modulo4.
r

e | sinon.

On a donc en remarquant que (— 1) =+1-2, et en posant dans la seconde sommed = 2r:

P ) (-“Jf“r_zr_z Sr-Yd-3d
r|n d|n d|n
ret palrs 4|d

En reportant cette égalité dans (C) il vient :

(Zq j =1+8 dzn:d—Zd

K=—o0 dfn

4/d

Nous avons vu quelques applications du triple produit de Jacobi, cet outil
d’analyse nous a permis de prouver des résultats d’arithmétique et de combinatoire, qui

peuvent se poursuivre par exemple par I’étude des nombreuses identités de Ramanujan.
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