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Résumé

Ce rapport de stage traite de la correspondance de McKay, mise en évidence par John McKay en
1979, éclairée par le récent article de Georgia Benkart [3]. On classifie d’abord les sous-groupes finis de
SU, a partir de ceux de SOj3, puis on calcule leurs tables de caractére afin de dresser leur graphes de
représentations. Ceci constitue la partie substancielle du travail effectué pendant mon stage. Un travail
plus bibliographique, évoqué seulement en conclusion, a consisté a étudier les groupes de Coxeter finis
pour aboutir & la classification des graphes de Dynkin et aux invariants algébriques associés, éléments
manquants ici pour comprendre ’article de Benkart.
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1 Homomorphisme entre SU; et SOj3

On définit SU, comme le groupe des matrices carrées complexes de dimension 2, unitaires et de détermi-
nant 1. L’ensemble SO3 est le groupe spécial orthogonal de R3 muni de sa structure euclidienne canonique.
1.1 Algébres de Lie associées

Un groupe de Lie est un groupe muni d’une structure de variété différentielle rendant différentiables la
loi de groupe et le passage a I'inverse (9], p.156).
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L’algébre de Lie associée & un groupe de Lie est ’espace tangent en I'identité du groupe de Lie, muni d’un
crochet de Lie qui est une trace de la loi de groupe ([9], p.161 pour une définition ez nihilo et pp.163-164
pour la construction via les groupes de Lie).

Dans le cas de SUs et SO3, qui sont des groupes de Lie réels, on a une description assez simple des
algebres de Lie associées ([9] p.166) :

Propriété 1.1. On note suy (resp. sog) lalgébre de Lie associée a SUy (resp. SO3). Alors :
Sug = {M € MQ(C) ’ tr(M) =0 et MT + M = 0},

so3 = {M € M3(R) | M + MT =0},

le crochet de Lie étant le commutateur.

1.2 Structure euclidienne sur su,

De facon plus explicite, on a :

m:{( 1 b*.w) |(a,b,c)eR3}%R3.

—-b+ic —ia

L’isomorphisme est un isomorphisme d’espace vectoriel. En munissant R du crochet de Lie (z,7) — x Ay,
on a un isomorphisme d’algébres de Lie.
On constate alors que le déterminant est une forme quadratique euclidienne stable sur sus :

F215) — R

det: < ia b+.zc) L AR
—-b+ic —ia

Le déterminant définit donc un produit scalaire euclidien sur sus.

Remarquons ensuite que SUs agit sur sus par conjugaison. On a donc une application adjointe
Ad : SU; — GL(suy), et pour g € SUz on a Ady: X — gXg~'. L’action Ad est continue, comme SUs
est un groupe de Lie, et elle est méme différentiable car polynomiale en les coefficients de son argument.
L’invariance par conjugaison du déterminant montre que Ad est a valeur dans O(sug,det) = O3(R). En-
fin, comme SUs est connexe et que Ad est continue, 'image de SUsy est connexe. Elle contient également
I'identité, et est donc contenue dans SO3. L’action adjointe induit donc un morphisme ¢: SUs — SOs.

1.3 Propriétés de ’homomorphisme

Théoréme 1.2. Le morphisme ¢ induit par l'application adjointe donne lieu a la suite exacte courte sui-
vante :
1 — {:l:IQ} — SU2 i) SOg — 1.

Démonstration. L’application ¢ est un homomorphisme de groupes de Lie par ce qui précéde, de noyau
{£I2}. En effet, soit g € ker(¢). Alors pour tout matrice anti-hermitienne X on a gX = Xg. Or, X est anti-
hermitienne si et seulement si i X est hermitienne. Donc puisque g commute & toute matrice anti-hermitienne,
elle commute également & toute matrice hermitienne, car ’égalité g X = X g est C-linéaire. Cela montre que
g appartient au centre de SUjy, qui n’est autre que l'intersection du centre de GL2(C) avec SUs. Le centre
de GL2(C) est réduit aux homothéties, et les seules homothéties de déterminant 1 sont +Is et —Is, d’ou le
résultat.

Pour montrer la surjectivité, on montre que im ¢ contient un voisinage de I3 en utilisant le fait que dery,
est injectif (voir [10] p.9, proposition 1.1). Alors, comme ¢ est un homomorphisme, im ¢ contient un voisinage
de tout ses points, donc est ouvert dans SO3. Un lemme classique montre alors qu'un sous-groupe ouvert
d’un groupe topologique est fermé. im ¢ est donc la composante connexe du neutre dans SOg, donc SOg3 tout
entier car celui-ci est connexe. O
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On peut expliciter ¢, en calculant la matrice de Ad dans une R-base de sus. Soit B = (E, F, G) la base

de Pauli, ot :
0 ¢ 0 -1 i 0
= 0) =0 0) 6= %)

Alors on a :
Re (z? —%%) —Im (z*+7*) 2Im(2y) v
Mat (Adg, B) = | Im (1‘2 — yz) Re (372 + 52) 2Re(zy) |, g= ( xy>
~2Re(zy)  2Am(zy)  |of? [y Y

On remarque que pour 6 € R :

1 0 0

A 2)) = iy )

Comme l'idée est d’étudier les sous-groupes finis de SUs en relevant ceux de SOgs, on s’intéresse aux images
réciproques des éléments d’ordre fini N dans SO3. C’est ce que donne la proposition suivante, fondamentale
pour la suite du travail puisqu’elle donne en fait le lemme XIII.2 de [5] :

Propriété 1.3. Soit R € SO3 un élément d’ordre N. On note ¢ '({R}) = {~R', R’} avec R' d’ordre 2N.
— Si N est pair, R et —R' sont d’ordre 2N .
— Si N est impair, R est d’ordre 2N et —R' d’ordre N.

De plus R' et —R’ sont conjuguées dans SUy si, et seulement si, N = 2. Une matrice de conjugaison est :

0 1
pP= :
Démonstration. On travaille & conjugaison prés, on peut donc supposer R sous la forme réduite de (x), et
utiliser 1'égalité (*). Déterminer 'ordre revient ensuite a un calcul de PGCD. O

2 C(Classification des sous-groupes finis de SU,

Pour classifier les sous-groupes finis de SUs, on utilise la classification des sous-groupes finis de SO3 et
I’homomorphisme ¢. La classification des sous-groupes finis de SOg3 est un résultat classique d’algébre, dont la
démonstration utilise les actions de groupes. Nous rappelons seulement le résultat, pour une démonstration,
voir [2].

Propriété 2.1 (Sous-groupes finis de SO3). Soit G un sous-groupe fini de SO3. Alors G est conjugué a l'un
des groupes suivant :

— un groupe cyclique C,, isomorphe a Z/nZ pour un n convenable ;

— un groupe diédral isomorphe & Dy, = Z/27 x Z/nZ a 2n éléments ;

— le groupe d’isométries directes d’un tétraédre régulier, isomorphe a Ay ;

— le groupe d’isométries directes d’un cube, isomorphe a Sy ;

— le groupe d’isométries directes d’un icosaédre régulier, isomorphe a Us.

Dés lors, on peut énoncer la classification des sous-groupes finis de SUj :

Théoréme 2.2 (Sous-groupes finis de SUsg). Soit I' un sous-groupe fini de SUg. Alors ' est conjugué a l'un
des groupes suivant :

— un groupe cyclique Cy, isomorphe @ Z/nZ pour un n convenable ;

— un groupe diédral binaire D,, & 4n éléments, tel que Dn/{:lzlg} est isomorphe a D, ;

— un groupe binaire tétraédrique 2[4 a 24 éléments, tel que 914/{i12} est isomorphe a Uy ;

— un groupe binaire octaédrique 64 a 48 éléments, tel que 64/{:&12} est isomorphe a Sy ;

— un groupe binaire icosaédrique As ¢ 120 éléments, tel que Ql5/{:|:12} est isomorphe a As.
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Démonstration. Soit I' un sous-groupe fini de SU3. Alors ¢(I") est un sous-groupe fini de SO3z. On note n = |I|
et G = ¢(T'). On a toujours I' C ¢~ }{G). L’inclusion réciproque dépend de si ¢ est un isomorphisme ou
non. Or ceci est le cas si et seulement si —Iz n’est pas un élément de T', car alors ker o = ker p N T" = {I2}.

On sait néanmoins que le noyau de ¢ contient au plus deux éléments, donc G a soit n éléments, soit 7
éléments. On distingue selon la parité de n :

— 8l n est impair, alors nécessairement |G| = n, et donc ¢ir est un isomorphisme. Or les seuls sous-
groupes finis de SO3 d’ordre impair sont des groupes cycliques. Dans ce cas on a donc I' isomorphe a
son image par ¢, qui est un groupe cyclique a n éléments.

— si n est pair, alors on distingue selon que G est cyclique ou non :

— si G est cyclique, alors 'image réciproque de G l'est aussi, et ' est alors un sous-groupe d’un
groupe cyclique, donc est cyclique.

— si G n’est pas cyclique, alors il contient un élément d’ordre 2, d’aprés la classification des sous-
groupes finis de SO3. On a donc un élément g de I tel que ¢(g) est d’ordre 2. A conjugaison prés,

on peut dire que :
(i O
g — O _7] 9

et dans ce cas g> = —Iy. Ainsi —I € T, donc ¢ n’est pas injectif, et I'/{%I2} est isomorphe a un
sous-groupe fini non cyclique de SOs.
O

Dans la suite, si G est un sous-groupe fini de SO3, on notera G son image réciproque par .

3 Graphes de représentations

A un groupe fini G, on associe un graphe dit de représentations qui code les relations entre les différentes
représentations irréductibles de G.

Définition 3.1 (Graphe de représentations). Soit G un groupe fini agissant fidelement et irréductiblement
sur un espace vectoriel complexze V' de dimension finie . On note Irr(G) = {G; | i € A(G)} l'ensemble des
représentations irréductibles complexes de G de dimension finie. On définit le graphe de représentations de
G par rapport a la représentation V', noté Ry (G) comme le graphe ayant les caractéristiques suivantes :

— lensemble des sommets est A(G) ;

— étant donnés (i,7) € A(G)?, il y a a;; arétes du sommet i vers le sommet j, ot :

Vie MG), GioV= P G
JEA(G)

L’idée pour dresser un graphe de représentations est de décomposer les VE* en somme directe de repré-
sentations irréductibles, car on a le lemme suivant ([7], chapitre XVIII, exercice 21) :

Lemme 3.2. Soit V' une représentation fidéle d’un groupe fini G de caractére x. Alors :
Vie A(G), 3k eN, [V .G >0,

ot [V®F . Gy] désigne la multiplicité de G; dans la décomposition en somme directe de représentations
irréductibles de VEF.

Démonstration. Soit i € A(G). On veut montrer qu’il existe k tel que <Xi | Xk> # 0. On forme donc la série
génératrice f(t) := Y ;0 (xi| x*) ¥, et on veut montrer qu’elle est non nulle. Or :

B NV AR U S W Son SRV S S e bwwran VNS SUN
f(t)_kzzo<xz|x>t ;)|G|g§xz(g)x(g)t |G|g€zéx’<g)1—tx(g)'

Montrer que f admet un poéle suffit & montrer que f est non nulle. Or x(1) = d = dimV, et pour g # 1,
x(g) # d (conséquence de 'inégalité triangulaire et de la fidélité). La série f a donc un poéle en ﬁ, et par
conséquent est non nulle, ce qui montre le lemme.

En pratique, on traduit ce lemme avec les caractéres : tout caractére apparait au moins une fois dans la
décomposition en somme de caractéres irréductibles des X]f/-
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F1GURE 1 — Graphe de représentations d’un groupe cyclique d’ordre n. La représentation par rapport a
laquelle est faite ce graphe est V = G' @ G™ !, dont les sommets sont grisés. Toutes les représentations sont
de dimension 1.

3.1 Cas du groupe cyclique C,

Tout sous-groupe cyclique de SUy d’ordre n est conjugué a G := <(§6L 591) >, avec &, une racine pri-
n

mitive n-iéme de I'unité. G agit naturellement sur C2, mais la représentation qui en résulte n’est évidemment
pas irréductible car le groupe est abélien. L’action est d’ailleurs diagonalisée par la base canonique (e1,¢€3).
On écrit V =G @ G !, avec G' = Ceq et G ! = Cey. Ces représentations de dimension 1 donnent déja
deux caractéres, sachant qu’il y en a n, qui est le nombre de classes de conjugaison de G. Pour k € Z/nZ
et i variant dans Z/nZ, on définit x: & — €5 On note que xg est le caractére de la représentation triviale,
constant et égal a 1.

Lemme 3.3. Pour k € Z/nZ on a :
XV Xk = Xk—1 T Xk+1-

Démonstration. Soit (i,k) € (Z/nZ)*. Alors :
xvxr(€n) = 66 + 616 = g0 1 g,
D’oi le lemme. 0
Comme les xj sont tous des caractéres linéaires, ils sont irréductibles, et on a trouvé les n caractéres,
ainsi que leurs relations. Cela donne le graphe de représentations de G, figure [I}

3.2 Cas du groupe binaire diédral

Le groupe diédral D,, est le groupe de symétrie d’un polygone régulier & n cotés. Il est un cas particulier
de groupe de Cozeter ([0], chapitre 1) et est engendré par deux rotations du plan ([I]). Toutefois, pour
I'identifier & un sous-groupe fini de SO3, on le plonge dans R3 en transformant le polygone en un prisme
droit a base polygonale réguliére. Le groupe D,, est alors un groupe de rotations ayant le méme axe, mettons
Oz. 1l est engendré par :

1 0 0 -1 0 O
R=10 cos (%’r) —sin (%’T) et S=(0 -1 0
0 sin (%’r) Ccos (%’T) 0 0 1

Les images réciproques de ces générateurs sont alors :

oty =wory m= () O

sy =s.-0 5= (7 o).

R’ et —R’ ne sont évidemment pas conjugués dans G, car elles ne le sont pas dans SU, d’aprés la

proposition étant d’ordre 2n > 4. En revanche, on vérifie que S’ est conjuguée a —S’ dans G si et
seulement si n est pair, via la matrice R’z .
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3.2.1 Cas impair

Lorsque n est impair, les classes de conjugaison de D, sont C; = I3, Co = {RFS }Z;g = S
I ={R" R} = RP, pour h e {1,--- ,”771} Iy a donc ”Tfl + 3 classes de conjugaison.

On reléve ces classes de conjugaison grace a I'image réciproque de R et .S, qui se relévent en 4 éléments non
conjugués. Ainsi, chaque classe de conjugaison se dédouble en deux classes ayant le méme nombre d’éléments
que la classe image. Il y a donc n 4 3 classes de conjugaison.

On a alors naturellement une représentation de dimension 2 de D,,, et I'on pose V = C2 dans l'optique
d’étudier Ry (Ijn) Notons xy = x1 le caractére associé. On note xq le caractére trivial. Ils sont reportés dans
la table de caractére [} Dans chaque colonne il y a une classe de conjugaison, le nombre entre parenthéses
désigne le nombre d’éléments dans cette classe. Pour les calculs, on écrira seulement les lignes entre crochets,
sans rappeler les classes de conjugaison et le nombre d’éléments.

On a : on on
X%/—on 3;3;—1;—1;1+2cos<W>;1+2008(7T>].
n n

On calcule la norme de ce caractére, afin de savoir en combien de caractéres irréductibles il se scinde.

)

(Xt —xo| xi = x0) = 2.
Posons x(, = [1;1;—-1;—1;1;1]. On a :
(X0l x0p =1 et {x¥—xolxp) =1

On a donc un nouveau caractére irréductible. Posons enfin :
2h 2h
X2 = [2;2;0;0;2c0s <7T> ;2 Ccos <W>] ,
n n

(X2l x2) =1 et (xi —xolx2)=1
On a ainsi X%/ = X0 + X{ + X2, et on a décomposé X%/ en somme de caractéres irréductibles.
La suite est plus simple, grace au lemme suivant :
Lemme 3.4. Soit k € {1,--- ,n—1}. On pose :

kh kh
Xk = |2; (—1)F x 2;0;0;2cos (ﬂ) - (=1)% x 2cos (W)} .

n n

de fagon & obtenir :

Le caractére xy est wrréductible, et on a s1 2 < k<n-—2:

XVXk = Xk—1 + Xk+1-

Démonstration. Le calcul de la norme de xp montre que le caractére est irréductible. La formule est une
simple conséquence de I'identité trigonométrique :

Y(p,q) € R, 2cos(p) - 2cos(q) = 2 (cos(p + q) + cos(p — q)) . O

On a pour le moment n + 1 représentations irréductibles sur n + 3, qui est le nombre de classes de
conjugaison. On a :

Xn_1XV = [4; 4; 0;0; 2 <(—1)h + cos (("_f)h”)) ;2 ((—1)"+1 — cos <(”_n2)h”>)] .

On remarque que : Xp—1Xv = Xn—2 + Xxw- Or (xw | xw) = 2, et xw est donc somme de deux caractéres
irréductibles, linéaires pour des questions de dimension. On pose :

Xn = [1; =115 1; (= 1) (=),
Xn = [ =1 =1 =15 (= 1) (=),

On vérifie que ces caractéres sont irréductibles et que leur somme donne Yy, ce qui fournit les deux derniers
caractéres irréductibles du groupe binaire diédral D,, pour n impair. Le graphe de représentations est donné
figure

Remarquons que certains caractéres passent & Dy, lorsqu’ils sont constants sur les classes de conjugaisons
ayant la méme image par . Ils découlent donc de caractéres de D,,. Les autres, pour lesquel x(I2) # x(—I2),
sont intrinséques a D~n.



3 GRAPHES DE REPRESENTATIONS

{ Caractére / Classe || Io (1) | —Ix (1) | 8" (n) | =5 (n) R (2) R (2)
X0 1 1 1 1 1 1
S VIR T T N I [T B T
X0 1 1 —1 -1 1 1
Xk 2<k<n-—-1) | 2 |(=D*x2] 0 0 | 2cos (2T) | (—1)F x 2cos ()
Xn 1 —1 1 1 (— 1)h (—1)+t
X e e e N e 1)

TABLE 1 — Caractéres du groupe binaire diédral pour n impair (h varie de 1 a ”T_l)

FIGURE 2 — Graphe de représentations du groupe diédral binaire pour n quelconque, Rv(ﬁn). Les carac-
téres issus de D, correspondent & un sommet vert. Le sommet grisé correspond & V. Les dimensions des
représentations sont indiquées & c6té de chaque sommet.

3.2.2 Cas pair

Dans le cas ou n est pair, les classes de conjugaison de D,, différent, mais il y a toujours n—+3 ClaSbeb
de conjugaison dans D,,. Les classes de conjugaison dans D,, sont C; = {13} Co = {R3}, C3 = {R* S}
Cs = {R¥*+18Y1 " et C) = {R", R™"} pour h € {1,---, % —1}. -

Ces § +3 classeb se relévent en n + 3 classes : I, — I, R'2 = —R'3, § = -5, RS’ = —R'S’, R'""
et —R'" pour h € {1,--- , 5 —1}. En effet, S’ conjuge R'% et son opposé, et R’z conjugue S’ et son opposé.
Les autres classes sont clairement scindées en deux classes par la proposition [I.3]

La table de caractéres dans ce cas est donné dans la table [2] Le calcul du graphe de représentations de
D,, relatif a V = C? est en tout point similaire au cas n impair, et le lemme clé s’applique toujours, modulo
la définition des xy, :

Lemme 3.5. Soit k € {1,---
kh kh
Xk = |25 (—=1)" x 2;0;0;0; 2 cos <n7r) :(=1)* x 2cos (W>] _

n

,n}. On pose :

Le caractére xy est wrréductible et pour2 <k <n—1ona :

XVXk = Xk—1 1+ Xk+1-

Démonstration. L’irréductibilité de xj; se montre en calculant sa norme. La formule sur les caractéres est
encore une fois une conséquence de :

V(p,q) € R?, 2cos(p) - 2cos(q) = 4 (cos(p + q) + cos(p — q)) O.

Le graphe de représentations est donné figure 2

3.3 Groupes binaires polyédraux

3.3.1 Groupe binaire tétraédrique

Classes de conjugaison de G :

Soit G le groupe d’isométries directes d'un tétraédre régulier. Il est isomorphe a 24 (cf. [8], p.68). On
met en évidence cet isomorphisme en faisant agir 24 par permutation des sommets, ce qui montre que l'ordre
de G est 12. De plus on connait trés bien la structure de 24. Il y a quatre classes de conjugaison (cf. [4],
proposition 1 pour n =4) :
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Caractére / Classe || I (1) | —Iy (1) 2(2) | S8 (n) | R'S" (n) R™ (2) R (2)
X0 1 1 1 1 1 1 1
X1 = XV 2 —2 0 0 0 2 cos (h%) —2cos (h%)
X0 1 1 1 1 —1 1 1
F(2<k<n) 2 | (=1)Fx2 0 0 2 cos (HT (—1)F x 2 cos (*2T)
Xnt1 ! —1 0 1 —1 [ (=D"cos(5F) | (=1)"*cos (1)
Xnt1 1 -1 0 -1 1 (=17 cos (A) | (=1)"*Tcos (2x)

— 1 éléments d’ordre 1 : I = {I};

— 3 ¢éléments d’ordre 2 : (1
— 4 éléments d’ordre 3 :
— 4 autre éléments d’ordre 3 :

(123) =

2)(34) ={(1
{123

2)(3
3),

4),(13)(24),(14)(23)};
(142),(134),(243)};
234)={(132),(124),(143),(234)}.

Le groupe 24 est de plus engendré par (1 3 4) et (2 3 4). Avec les axes sur la figure [FIGURE], le groupe G

est engendré par R; et R, les rotations d’ angle
correspond au 3-cycle (2 3 4) (resp. (13 4)).

On note {—R), R|} (resp. {—R},
d’ordre 6 et —R} (resp. —Rj) d’ordre 3.

Les classes I, Ry et Ry se scindent en deux classes contenant autant d’éléments que la classe image
lorsqu’on les reléve par ¢, car leurs éléments ne sont pas d’ordre deux, et donc leurs images réciproques
par o ne sont pas conjuguées.

La derniére classe a remonter est celle des élements d’ordre 2, qui est égale & Ry Ry. On montre que R} R}

et —R| R}, sont conjugués dans ¢~ 1(G) =

On sait de plus que RjRs est associé a la permutation (1 4)(2 3),

0

—1

/o {
R1R2_<O

et d’axes respectifs A et Ag. La rotation R; (resp. Ra)

%}) Vimage réciproque de R; (resp. R2) par ¢, avec R} (resp. R))

> et (p(RllRIQ) = R1R2 =

-1

0
0

0 0
-1 0
0 1

G. Quitte a changer de base on peut supposer :

ce qui permet de trouver la

base B = (A" A" A’), représentée figure |3 correspondant a 'écriture de Ry Ry dans l'expression pré-

“((

il suffit donc de voir que cette matrice est la matrice d’un élément de G écrit dans la base B', ce qui est le
cas : elle est associée a la permutation (1 2)(3 4). On constate donc, avec la proposition [1.3] que la classe des
éléments d’ordre deux ne se scinde pas, et contient deux fois plus d’éléments que sa classe image.

Finalement, on a 7 classes de conjugaison dans G et G est d’ordre 24. On ordonne ces classes par un
chiffre et une lettre, le chiffre correspondant a I'ordre des éléments de la classes, la lettre ordonnant les classes

cédente. Enfin :

de méme ordre.

Caractéres de G :

0 1

=10
10>> 0 0 -1

10 O
1 0

)

On dresse le graphe de représentations de G relatif a la représentation V = C2, dont le calcul de la norme
montre qu’elle est irréductible, et qui est fidele puisque I'identité est seule dans sa classe de conjugaison. On
note xop le caractére trivial. On a ensuite :

Xy

— xo0 = [3;3;1;0;0;0;0].

On reconnait 1a le relevé par ¢ du caractére xso,, issu de I'action naturelle de G' sur R3. On vérifie que ce

caractére est irréductible, et on le nomme y2 =

¥ 0 XS03-

On calcule ensuite y2xy, et on constate que :

(xexv | xexv) =3 et xaxv(lo)

= 6.
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FIGURE 3 — Systéme d’axe (A" A” A’} (dessins réalisés avec Geogebra 5).

| Caractére / Classe || 1a (1) [ 2a (1) | 4a (6) | 3a (4) [ 6a (4) [ 3b (4) | 6b (4) |

Yo 1 1 1 1 1 1 1
X1 =XV 2 ) 0 1 1 1 1
Y2 3 3 1 0 0 0 0
X3 2 —2 0 J —J 32 —j°
X3 2 -2 0 j* —j* j —j
X4 1 1 j J j* j*
X4 1 1 j* j* j j

TABLE 3 — Caractéres du groupe binaire tétraédrique (j = e%).

Cela montre que x2xy est somme de trois caractéres irréductibles. De plus (x2xv | xv) = 1, donc il suffit de
décomposer xoxy — X1 en somme de deux caractéres irréductibles. On pose :

X3 = [2;—2;0; 55 —7; 5% — 5],

X5 = [2;—2;0; 5% — 5% 45 — 7],

on vérifie alors que ces deux caractéres sont irréductibles, avec :

(xaxv | x3) = (xaxv | x5) = 1.

Reste encore a calculer deux caractéres irréductibles. On a :
Xvxs = [4;4;0;5; 45 5%« 57.

On calcule (xyx3 | x2) = 1, il reste donc un caractére linéaire a trouver, qu’on note y4. Il est égal & xv x3— x2-
Les calculs sont identiques pour xy x5, et on trouve un nouveau caractére linéaire x/j. Les valeurs des
caractéres sont reportées dans la table [3] On obtient alors le graphe de représentations figure

3.3.2 Groupe binaire octaédrique

Classes de conjugaison de G :
Soit G un sous-groupe fini de SO3 isomorphe au groupe d’isométries directes d’un cube. Alors G est
isomorphe au groupe symétrique &4 par son action sur les grandes diagonales du cube, que ’on note D;,
i€ {1,---,4}, représentées figure 5] (cf. [§], p.68).
Les classes de conjugaison de &4 sont au nombre de 5 :
— 1 élément d'ordre 1: T={I};
— 3 ¢éléments d’ordre 2 : (1 2)(34) = {(12)(34),(1 )( 4
) (

12) 14)(23)};
— 6 éléments d’ordre 2 : (1 2) = {(1 2),(1 3),(1 4),(2 3), (3

4)};
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FIGURE 4 — Graphe de représentations du groupe binaire tétraédrique Ry (G). Les caractéres issus de G
correspondent & un sommet vert. Le sommet grisé correspond & V. Les dimensions des représentations sont
indiquées a coté de chaque sommet.

FIGURE 5 — Grandes diagonales du cube, sur lesquelles agit le groupe de symétries directes du cube.

— 8 éléments d’ordre 3 : (1723, qui est la classe des 3-cycles;

— 6 éléments d’ordre 4 : (123 4), qui est la classe des 4-cycles.
Le groupe &4 est engendré par les transpositions (1 2), (2 3) et (3 4), donc G est engendré par trois
demi-tours, que I'on note R1, Rs et R3 tels que R; et Rz commutent et avec les relations :

Vi € {1, 2}, RiRi+1Ri = Ri+lRiRi+1'

Le demi-tour R; correspond & la transposition des deux grandes diagonales D; et D;y1, ol ¢ est a valeurs
dans {1, 2, 3}.

On a ainsi une description des classes de conjugaison de G. Pour i € {1;2;3}, on note {—R;, R} I'image
réciproque de R; par ¢. Pour tout ¢ dans {1,2,3} et € dans {—1,1}, la proposition montre que R} est
d’ordre 4.

Encore une fois, toutes les classes d’éléments d’ordre différent de 2 se scindent en deux classes contenant
le méme nombre d’éléments que la classe image. On a donc déja 6 classes de conjugaison :

— classes & 1 élément : I (ordre 1) et —I5 (ordre 2);

— classes a 6 éléments : R] R, R); (ordre 8) et —R| R, R, (ordre 8);

— classes a 8 éléments : R4 R, R| RS, (ordre 3) et —R5R, R RY (ordre 6).

Reste a savoir si R} (resp. R Rj) est conjugué a son opposé dans G. On procéde comme pour les éléments
d’ordre 2 dans le cas du groupe binaire tétraédrique, puisque R} (resp. R|Rj) joue le role de R} Rf dans le
cas du groupe binaire tétraédrique. La base donnée par les axes (AL, AV, AY) (resp. (A}, Ay, A})) sur la
figure |§| (resp. figure|7)) est une base orthogonale, ot chaque axe est un axe de symétrie du cube. Les rotations
correspondant & ces axes sont donc codiagonalisables. Or le premier axe correspond a R} (resp. R|Rj) et
le second & ¢(P), oit P est la matrice de la proposition Ainsi, P est un élément de G qui conjugue R}
(resp. R{R%) a son opposé. Ainsi les classes d’éléments d’ordre 2 ne se scindent pas lorsqu’on les remonte
dans SUs. D’otl deux classes supplémentaires :

— classe a 6 ¢léments : R} R4 (ordre 4);

— classe a 12 éléments : R} (ordre 4).

Finalement, on a 8 classes de conjugaison dans G, et G est d’ordre 48.




3 GRAPHES DE REPRESENTATIONS 11

FIGURE 6 — Systéme d’axes montrant que FIGURE 7 — Systéme d’axes montrant que

R et —R sont conjugués dans G. Ri R et —R) RY sont conjugués dans G.
L Caractére / Classe u la (1) L 2a (1) L 4a (12) l4b (12) L 6a (8) L 3a (8) L 8a (6) L 8b (6) ‘

X0 1 1 1 1 1 1 1 1

X1 =XV 2 —2 0 0 —1 1 V2 | —V2
X2 3 3 1 1 0 0 1 1
X3 4 " 0 0 1 1 0 0
X4 3 3 1 1 0 0 S R —
X, 2 2 2 B E— 0 0
X5 2 —2 0 0 -1 1 V2 | V2
X6 1 1 1 -1 1 1 -1 -1

TABLE 4 — Caractéres du groupe binaire octaédrique.

Caractéres de G :

On dresse le graphe de représentations de G relatif a la représentation V' = C2, qui est irréductible,
comme le montre le calcul de la norme de son caractére associé v, et fidéle puisque le seul élément d’ordre 1
est Is. On note yg le caractére trivial.

Le groupe G est un sous-groupe de SO3 et agit naturellement sur R®. On note yso, le caractére associé,
et on vérifie que le caractére xso, o ¢ est irréductible. On le note 2. On vérifie aisément que X%/ = X0 + X2
De méme, xy x2 — xv est irréductible, on le note x3. Les valeurs de ces quatre caractéres sont reportées dans
la table [l

On a ensuite (xyx3|x2) = 1 et (xvx3 — Xx2| XxvXx3 — x2) = 2. On doit donc trouver deux caractéres
irréductibles x4 et x}, de somme xyxs — x2. De plus, on doit avoir x4(I2) + x}(I2) = 5. Cela pousse a
chercher une représentation de dimension 3. On note ¢ le seul caractére linéaire non-trivial de G, équivalent
a la signature sur &4, et on étudie le produit (e o p)x2. Il se trouve que ce caractére est effectivement
irréductible et que :

(xvxsl|(eop)x2) = 1.

On le nomme donc x4, et on pose X = xv X3 — X2 — X4, qui est un caractére irréductible de fait, associé a
une représentation de dimension 2.

Il reste deux caractéres a trouver. On pose x5 = x4Xv — X3, et on vérifie qu’il est irréductible et associé
a une représentation de dimension 2. De méme, on pose xg = X5XV — X4, €t on voit que xg est un caractére
linéaire, qui n’est autre que € o .

On a ainsi dressé la table de caractére du groupe binaire octaédrique, et son graphe de représentations
associé a la représentation V', figure

3.3.3 Groupe binaire dodécaédrique

Classes de conjugaison de G :



3 GRAPHES DE REPRESENTATIONS 12

FIGURE 8 — Graphe de représentations du groupe binaire octaédrique Ry (G). Les caractéres issus de G
correspondent & un sommet vert. Le sommet grisé correspond & V. Les dimensions des représentations sont
indiquées a coté de chaque sommet.

Soit G un sous-groupe fini de SO3 isomorphe au groupe de symétries directes d’un icosaédre régulier.
Alors G est isomorphe a 25, par son action sur les cinq rectangles inscrits dans I'icosaédre (cf. [8], pp.68-69).
On a dans 25 cing classes de conjugaison (voir [4], proposition 1 dans le cas n = 5) :

— 1 élément d’ordre 1 : I = {I};

— 15 éléments d’ordre 2 : (12)(34);

— 20 éléments d’ordre 3 : (1 2 3), qui est la classe des 3-cycles;

— 12 éléments d’ordre 5 : (1234 5);

— 12 éléments d’ordre 5 : (1235 4).
Pour relever ces classes, on oublie la nature géométrique de G, en travaillant uniquement avec 5. Toutes les
classes sauf celle des éléments d’ordre 2 se scindent en deux classes ayant le méme nombre d’éléments que la

classe image. On a donc déja 8 classes :

— classe 1la & 1 élément d’ordre 1;

— classe 2a a 1 élément d’ordre 2

— classe 3a a 20 éléments d’ordre 3;

— classe 6a a 20 éléments d’ordre 6;

— classes ba et 5b a 12 éléments d’ordre 5;

— classes 10a et 10b & 12 éléments d’ordre 10.
Reste a relever la classe des éléments d’ordre 2. Pour savoir si cette classe se scinde en deux classes ou non,
on utilise de I'arithmétique élémentaire. En effet, notant {x;},, AG) I’ensemble des caractéres irréductibles

de G, on a : ,
Gl= 3 (amG) = > w2 ().
ieA(G) i€A(Q)

Or on sait qu’on a soit 9 soit 10 caractéres irréductibles, et on a ceux issus de 25, qui sont au nombre
de 5. La table de caractéres de 25 est donnée dans la table [5| Elle est obtenue simplement, puisqu’on a
déja la représentation triviale, la représentation standard, et deux représentations sur R3, la premiére via le
plongement dans SOj3 et la seconde en faisant agir le groupe de Galois de Q(+/5)/Q sur le caractére de la
premiére représentation. On en déduit le dernier caractére x3 par orthonormalité des lignes de la table de
caractéres. On vérifie aisément que tous ces caractéres sont irréductibles.

On a de plus la représentation sur C2 de G, et une seconde représentation est donnée en faisant agir le
groupe de Galois de Q(+/5)/Q sur le caractére de cette représentation. On vérifie que les deux caractéres
obtenus sont différents et irréductibles, donnant deux représentations de dimension 2. On a donc déja sept
représentations irréductibles de G, sur 9 ou 10. L’ordre de G est 120 = 2|2s], et (+x) donne donc :

120 =12+ 32 432 442 452 4 22422 a2 442 4+ 22
——
issus de As issus de C2

ol les inconnues x, y et z sont les dimensions des représentations irréductibles restantes, donc des entiers,
avec z éventuellement nul. Cette équation se réduit a :

52 = 2% 4+ 2 + 22

Le plus simple consiste a tester des combinaisons d’entiers pas trop gros, en respectant 1’ordre lexicographique
sur N3, méme s'il existe des théorémes généraux quant aux décompositions d’un entier en somme de deux ou
trois carrés. On constate que la seule solution est (z,y,z) = (6,4,0) et donc la classe des éléments d’ordre
deux ne se scinde pas et donne lieu & une classe a 30 éléments que 'on note 4a.
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| Caractere / Classe | T(1) | (12)(34) (15) | (123) (20) | (12345) (12) | (1235 4) (12) |
Xo0 1 1 1 1 1
Xstd 4 0 1 —1 -1
XS0s 3 -1 0 © o*
X80, 3 —1 0 ©* @
X3 5 1 -1 0 0

TABLE 5 — Caractéres de 205 (¢ = LV o o* = 1—\/5).

| Caractére / Classe || 1a (1) | 2a (1) [ 3a (20) | 4a (30) | 6a (20) | 5a (12) | 10a (12) [ 5b (12) | 106 (12) |
X0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
X1 =XV 2 -2 0 —1 0 —¢ ® —¢* @
X2 3 3 0 —1 0 ® % @ @
X3 4 —4 1 0 —1 -1 1 -1 1
X4 5 5 -1 1 —1 0 0 0
X5 6 —6 0 0 0 1 -1 1 1
X6 4 4 1 0 1 — -1 -1 -1
X6 3 3 0 —1 0 ©* ©* @ @
X7 2 —2 —1 0 1 —¢* ©* —¢ ©
TABLE 6 — Caractéres du groupe binaire dodécaédrique (¢ = % et p* = 1*2\/5 ).

Caracteéres de G :
On dresse le graphe de représentations de G par rapport a la représentation V = C2, qui est I’action
naturelle de G. On vérifie qu'elle est irréductible et fidéle.

On a déja 7 caractéres irréductibles : cing qui sont obtenus par s, et deux caractéres de dimension 2.
Ces caractéres sont détaillés dans la table [l On calcule le graphe de représentations de fagon similaire aux
cas des groupes binaires tétraédriques et octaédriques. Les calculs ne sont pas détaillés ici, mais le graphe
est donné figure [9]

Galois sur SO3

FIGURE 9 — Graphe de représentations du groupe binaire dodécaédrique Ry (G). Les caractéres issus de G
correspondent a un sommet vert. Le sommet grisé correspond & V. Les dimensions des représentations sont
indiquées & coté de chaque sommet.



4 CONCLUSION 14

4 Conclusion

On a ainsi établi un premier pan de la correspondance de McKay. Cependant, pour comprendre ce que
sont ces graphes associés aux sous-groupes finis de SUjy, il est nécessaire d’étudier les groupes de Coxeter finis,
qui sont les groupes engendrés par un nombre fini de réflexions dans un espace euclidien. C’est ce qui est
fait dans les quatre premiers chapitres de [6]. On constate alors qu’on peut classifier les groupes de Coxeter
finis par des graphes appelés graphes de Dynkin, et que certains de ces graphes se trouvent étre, modulo un
sommet, les graphes de représentations des sous-groupes finis de SU5.

Or a chaque groupe de Coxeter fini est associé des invariants numériques appelés exposants. L’article
de Georgia Bernkart [3] consiste a utiliser ces invariants pour étudier les marches aléatoires sur les graphes
de représentations des sous-groupes finis de SUs, ce qui revient a étudier la multiplicité des différentes
représentations irréductibles dans la décomposition en représentations irréductibles des produits tensoriels
successifs d’une représentation donnée — ici la représentation naturelle sur C2.
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