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Exercice 1. (8pts)

(1) La v.a. Z = exp(Y’) prend ses valeurs dans l'intervalle |0, +-o00[ donc Fz () est
nulle si ¢t < 0. Calculons Fy (t) pour ¢t > 0 :

Fs(t) = P(Z<t)
= P(exp(Y) <?)
= P(Y <In(t))
Fy(In(t))

En résumé,

Fz(t) Fy(In(t)) si ¢>0.

(2) (a) La fonction de répartition de X est nulle si ¢ < 1. Soit ¢ > 1.
Fx(t) = P(X<1)

t
a
= dx
1 xa—i—l

{ 0 si t<0.

En résumé,

0 si t<1.
Px(t) = {1—i Siot>1
ta :

(b) La v.a. X est intégrable ssi E[|X|] < +o00. Or
BIX]) = [ lolf(o)do
+oo

1
:a/ —dr < +oossi a > 1.
oz

Soit @ > 1. En utilisant le fait que X est positive et le calcul ci-dessus, on
obtient

E[X] = E[X]]

(¢) On peut essayer la méthode de la fonction inverse. Cherchons l'inverse de
la fonction de répartition de X sur [1,4o0[. Soit x > 1. On résout
1

l——=y
x(l

1



soit

a méme loi que X.

(3) D’apres la question 1), on sait que Fz(t) = Fy(In(t))1g (t). On a déja vu que
siY ~ &E(a), alors Fy(t) = (1 — e7)1g+(t). On en déduit que

Fy(t) = (1 - l) L1 oo (1)

ta

On reconnait la fonction de répartition de la loi de Pareto calculée en (2)(a).
Donc, Z suit une loi de Pareto de parametre a.

Exercice 2. (5pts)

(1) En utilisant la FDT dans R? (en voyant g(y) = goms(z,y) comme une fonction
du couple (z,y)), on obtient que

Blo(Y)) = [ o) fosr(.0) dady,

D’apres le théoreme de Fubini,

E[g(Y)] = /R 9(y) ( /R foxn (@) dx) dy.

On en déduit que la loi de Y (appelée marginale!) est & densité donnée par

fr(y) = /Rf(X,Y)(l",y)dx

= / ze W dz (si y > 0)
Ry

1
- z((y+1e @) dz (si y>0
y+1Jg, (< ) ) ( )
1
- mE(Z) ot Z~E(y+1) (si y>0)
- ()
— (y+1)2 Ry \Y)

Remarque : On peut aussi faire une IPP.



(2) (a) On utilise la FDT dans R?.
Elg(U,V)] = Elg(X, XY)]

— [ sle.o)fox (o) dady
R
+oo +oo
= / / gz, zy)re "W+ dady
0 0

+o0o +oo
- / xe ¥ </ g(z, zy)e ™ dy) dz(par Fubini)
0 0
+oo +o0o
= / e’ (/ g(x,v)e = dv) dz en posant v = zy
+o0 +o0
= / / g(u,v)e” ") dudo

Donc, fuvy(u,v) =e —(utv )1R+(u)1[@+(v).
Remarque : On peut aussi faire un changement de variables dans 'inté-
grale double. Dans ce cas, il faut calculer son Jacobien proprement.

(b) D’apres la question (2)(a), la densité du vecteur (U,V) s’écrit comme le
produit des deux densités : fy(u) = e “1g, (u) et fy(v) = e "1g, (v). On
en déduit que U et V' sont indépendantes, de loi exponentielle de parametre
1.

Exercice 3. (3pts)
La loi Normale centrée, réduite a pour fonction caractéristique

ox, (t) = e 2

Calculons la fonction caractéristique de Y, :

v, (t) = E["]
_ E[¢tTia 3]

. ﬁew;»xk]

= H E { ‘ " } car les v.a. X sont indépendantes




On reconnait la fonction caractéristique de la loi Normale centrée, de variance 1/8.
D’apres le théoréme de Paul Lévy, la suite (V},),>1 converge en loi vers la loi N(0, §).

Exercice 4. (4pts)

(1)

La densité f; est a support borné et a un maximum égal a 3/2 (Petite étude
de variations!). On va utiliser la méthode du rejet sur le pavé

3
0. —
72:|

B ={(z,y) € AJ0 <y < fu(z)}.
Soit (Uyp)yn et (V,,), deux suites indépendantes de v.a.i.i.d. de loi uniforme sur
[0,1]. Les vecteurs aléatoires (U,, 2V,) sont de loi uniforme sur A. On définit

A=10,1] x

au borélien

T = wi{n > 1 (U, 2Vi) € B
= inf{n > 1; gVn < fi(Un)}

= inf{n>1; gVn < 6UL(1 = Un)}

Alors, d’apres les théoremes du cours, (Ur, %VT) est de loi uniforme sur B et
Ur a pour densité f;.
La fonction f est continue sur [0, 1] donc bornée.

Soit (X;);>1 une suite de v.a.i.i.d. de densité 6z(1 — x)1jg1)(z). En utilisant la
F.D.T., on a

6”/ f(u)xl (1 —21)... (1 —z,)dey ... 2y
[0,1]"

/ (=
f(x1+ dP x (@, )

,,,,,
n

e

On applique la LEFGN. Pour cela, il faut calculer 'espérance de X :

%

+ x'n
) 6$1 1 — 1)1 (:r;l)) (6xn(1 — xn)1[071](:1:n)) dzy ...z,

1 3 471
x x 1
E[Xi] =6 l—z)dz=6|%>——| =-.
=6 [ - s[5 -T| 3
La moyenne des v.a. Xi,..., X, converge p.s., donc en loi, vers % lorsque n

tend vers +o00. Par définition de la convergence en loi, on en déduit que

B [f (X1+.7.1.+Xn)}

converge vers E[f(3)] = f(3)

Remarque : On peut aussi utiliser le théoreme de convergence dominée.




